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RESUMO

MOREIRA, M. L. T. Parametrizacio das rotacoes em teorias de barras e cascas. 2009.
190f. Tese (Doutorado) — Escola Politécnica, Universidade de Sdo Paulo, S&o Paulo, 20009.

Este trabalho apresenta uma formulacéo tensorial genérica para parametrizacdo das rotacGes
do tipo vetorial destinada ao estudo de grandes rotagdes no espago tridimensional. Esta
formulagio é compativel com as parametrizacdes de Euler e de Rodrigues. E dada énfase aos
que aqui se denominou “parametros generalizados de Rodrigues”, que fornecem expressoes
simples, computacionalmente mais eficientes que a parametrizacdo classica de Euler. A
formulacdo apresentada é adequada para uso em métodos numéricos baseados nas projecdes
de Galerkin, como o0 método dos elementos finitos, podendo ser implementada com facilidade
em programas ja existentes de elementos finitos. Apresentam-se aqui expressdes para o tensor
das rotacOes e suas derivadas, bem como os tensores necessarios a analise incremental. As
formas fracas sdo construidas tanto com projecdo ortogonal como ndo-ortogonal,
correspondentes a aplicagdo do Teorema dos Trabalhos Virtuais e Teorema das Poténcias
Virtuais, respectivamente. Os modelos propostos foram aplicados em um programa de
elementos finitos utilizando formulagdes cinematicas Lagrangiana total e Lagrangiana
atualizada e foram resolvidos varios exemplos, dentre eles alguns classicos da literatura, de

forma a avaliar sua validade e aplicacéo.

Palavras-chave: Método dos elementos finitos; Andlise ndo linear de estruturas; Barras;

Cascas.



ABSTRACT

MOREIRA, M. L. T. Rotation parameterization in rod and shell theories. 2009. 190f.
Thesis (Doctoral) — Escola Politécnica, Universidade de S&o Paulo, Sdo Paulo, 2009.

This work presents a generic formulation of vector-type for the parameterization of large
rotations in three-dimensional space. This formulation adapts to the Euler and the Rodrigues
parameterization. Special distinction is made to the here named “generalized Rodrigues
parameters” which result in very simple and computationally efficient expressions. The
attained formulation is convenient for numerical procedures employing Galerkin projection
like the finite element method and can be readily implemented in a FE code. The expressions
of rotation tensor and its derivatives, which lead to a consistent linearization, are herein
derived. The necessary tensor quantities employed in the derivation of the tangent bilinear
weak form of incremental analysis are obtained too. The weak forms are constructed here
with both orthogonal and non-orthogonal projections, corresponding to the application of the
virtual work theorem or virtual power theorem respectively. The formulation is implemented
within a finite element code in total Lagrangian and updated Lagrangian framework and

assessment of the scheme is made by means of several numerical simulations.

Keywords: Nonlinear rod and shell models, finite elements, nonlinear analysis, geometrically
exact approach, finite rotation
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a coordenada da espessura da casca
Vetor da parcela das deformacdes generalizadas energeticamente conjugadas
an

Deformacdes generalizadas (componentes do vetor i)

Vetor da parcela das deformacdes generalizadas energeticamente conjugadas
a n', ou simplesmente 7 retrorrotacionado para a configuracdo de
referéncia

Deformacdes generalizadas (componentes do vetor n")

Na parametrizacdo de Euler é o vetor cujas componentes sdo 0s graus de
liberdade da rotacéo descrita por Q

Vetor das rotacdes impostas nas extremidades da barra

Tensor antissimétrico cujo vetor axial é 0

Norma (ou intensidade) do vetor das rotacdes 0

Componentes do vetor das rotacbes 6

Vetor da parcela das deformacdes generalizadas energeticamente conjugadas
am

Deformacdes generalizadas (componentes do vetor )

Vetor das deformacdes generalizadas energeticamente conjugadas a m" ou
simplesmente « retrorrotacionado para a configuracdo de referéncia

Deformacgdes generalizadas (componentes do vetor ")

Operador matricial para calculo das deformacGes generalizadas

Coeficiente de Poisson do material

Nos modelos de barras e cascas é o vetor posi¢do dos pontos da barra ou da
casca na configuracédo de referéncia

Coordenada natural (normalizada) de um elemento de barra

Vetor nulo de ordem 3

Tensor nulo de ordem 3

Vetor dos esfor¢os internos generalizados da se¢éo transversal



Vetor dos esforcos internos generalizados retrorrotacionado para a
configuracdo de referéncia

Tensdo normal atuante numa secdo transversal, ou seja, componente do
vetor 7 na diregdo de e,, ou do vetor 7" na dire¢do de e,

No modelo de barras é o vetor das tensdes atuantes nos planos cujas normais
na configuragéo de referéncia séo e;

No modelo de barras é o vetor das tensGes T retrorrotacionado para a
configuracéo de referéncia

TensOes de cisalnamento atuantes numa segdo transversal, ou seja,
componentes do vetor T nas direcdes e, , ou do vetor 7" nas direcOes e,
No modelo de cascas € o vetor das tensfes atuantes nos planos cujas normais

sdo e; por unidade de area da configuracdo de referéncia
No modelo de cascas é o vetor das tensbes T, retrorrotacionado para a

configuracdo de referéncia

E o vetor T, assumindo a hipétese do estado plano de tensdes
E o vetor 7/ assumindo a hip6tese do estado plano de tensdes
Operador matricial para calculo das deformacdes generalizadas

Vetor das velocidades angulares associadas a uma rotacao

Tensor antissimétrico cujo vetor axial €
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1 INTRODUCAO

Rotagdes sdo transformacdes que, aplicadas a um conjunto de trés vetores, preservam
seus comprimentos, os angulos existentes entre eles bem como o volume que eles
determinam. As rotacdes tém sido objeto de estudo hé varios séculos. Os trabalhos iniciais
sobre o assunto sdo atribuidos a Euler (1775), Gauss (1819), Rodrigues (1840), Hamilton
(1843) e Cayley (1845). Informagdes historicas mais detalhadas podem ser encontradas em [1,
21, 24, 50].

A avaliagdo das rotagdes no plano ¢é simples, sendo que uma rotagdo em um plano ¢
definida apenas por um escalar, o angulo de rotacdo em torno do eixo perpendicular a este
plano. Neste caso, as rotacdes, por serem escalares, possuem a propriedade da
comutatividade. O estudo das rotagdes no espago ¢ mais complexo. Seu comportamento €
regido por um teorema fundamental de Euler que garante ser “o movimento geral de um corpo
rigido com um ponto fixo € equivalente a uma rotacdo em torno de algum eixo passando
através daquele ponto .

Para a completa determinacdo das rotacdes no espaco € necessario o conhecimento da
magnitude da rotacdo e do eixo em torno do qual esta rotacdo ocorre, ou seja, o angulo de
rotagdo e o eixo de rotagdo. Estes sdo os mesmos atributos que caracterizam os vetores.
Entretanto, as rotagdes finitas no espago tridimensional nao obedecem as leis do calculo
vetorial. O maior problema refere-se a propriedade da comutatividade, que ndo ¢ obedecida.
Caso se inverta a ocorréncia de duas rotagdes, obter-se-ao resultados distintos, a menos que
ambas apresentem o mesmo eixo de rotacao.

Para tentar contornar esse problema utilizou-se o recurso de simplificar o tratamento
das rotagdes, sendo a simplificacdo mais frequente a admissdo da hipdtese das pequenas
rotagdes, o que permitiu tratd-las como vetores e conduziu a formulacdo de uma teoria
geometricamente linear. Outras teorias ¢ modelos mais elaborados recorrem a uma melhor
descrigdo das rotagoes utilizando aproximagdes que incluem termos até a segunda ordem.

Na Mecanica Computacional, o trabalho pioneiro de Argyris [2] abriu caminho para o
estudo das rotagdes finitas, tendo demonstrado ndo ser necessario adotar aproximagdes no
campo das rotagdes. Este fato, aliado ao desenvolvimento das teorias estruturais

geometricamente exatas, nas quais as rotacdes sdao finitas, ampliou a necessidade do
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tratamento das rotagdes de maneira exata. Até entdo, a dificuldade de representar
adequadamente as rotagdes finitas vinha impedindo o desenvolvimento das teorias
cinematicamente exatas.

Apesar de existirem muitos trabalhos tratando da utilizacdo de outros tipos de
parametrizacdo para o tensor das rotagdes, incluindo-se ai parametriza¢des do tipo nao-
vetorial, tem se consolidado na pratica da Mecanica Computacional o uso da parametrizagao
vetorial conhecida como parametrizagdo de Rodrigues. Entretanto, segundo Cheng; Gupta
[21], o primeiro a obter a expressdo desta parametrizacdo, ainda que ndo sob a forma hoje
conhecida, foi o matematico suico Leonhard Euler, em 1775, portanto 65 anos antes da
publicacao do trabalho de Rodrigues [65]. Em vista deste fato, ¢ em conformidade com o que
sugerem os autores citados, ela sera tratada neste texto como parametrizacao de Euler.

A parametrizacao de Euler apresenta inimeras vantagens, principalmente no que tange
ao tratamento de momentos atuantes em torno de eixos fixos. Entretanto, ressente-se de
trabalhar com expressdes complexas que envolvem fungdes trigonométricas, de dificil
linearizagdo e que implicam alto custo computacional. Outra parametrizagdo vetorial
conhecida, a parametrizacdo de Rodrigues, por outro lado, apresenta formulacio bem mais
simples e ndo envolve fungdes trigonométricas. Entretanto, tem menor intervalo de validade

sem a presenca de singularidades, sendo valida apenas no intervalo semiaberto [0,7 ). Neste

trabalho, propde-se a generalizacdo da parametrizagdo de Rodrigues, de forma a ampliar seu

intervalo de validade igualando-o ao da parametrizacdo de Euler [0,27), e usufruir da sua

grande vantagem que ¢ a formulagdo simplificada.

Com o objetivo de avaliar o desempenho obtido pelas parametrizagcdes propostas
frente a varias opgdes de algoritmos existentes, trabalhou-se com dois tipos de formulagao
cinematica, Lagrangiana total e Lagrangiana atualizada e com as formas fracas construidas a
partir das projegdes ortogonal e ndo-ortogonal, originadas do uso do Teorema dos Trabalhos
Virtuais e do Teorema das Poténcias Virtuais, respectivamente.

A implementacdo das vérias rotinas necessdrias a comprovacdo do desempenho e
validade das parametrizagdes propostas foi feita no programa PEFSYS, de autoria dos
Professores Paulo de Mattos Pimenta ¢ Ruy Marcello de Oliveira Pauletti. Este programa esta
sendo desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas e Geotécnica da Escola
Politécnica da Universidade de Sdo Paulo, a partir de dissertagcdes e teses orientadas pelos
seus autores. Para este trabalho foi feito uso de elementos de barras de dois e trés nos,

disponiveis no programa e do elemento de casca T6-3i desenvolvido por Campello; Pimenta;
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Wriggers [17]. O programa PEFSYS ja dispunha de rotinas com algoritmo Lagrangiano total
para andlise de estruturas sob agdes estaticas e dinamicas e Lagrangiano atualizado para
analise de estruturas sob agdes dindmicas. Assim, foi necessario adaptar um algoritmo para
analise de estruturas sob solicitagdes estaticas em formulacdo cinemdtica Lagrangiana
atualizada. Foram também implantadas as rotinas necessarias ao calculo do tensor das
rotacdes e suas derivadas segundo as novas parametrizacdes, bem como rotinas necessarias a
montagem da matriz de rigidez tangente nas duas situagdes estudadas. Foram analisados
inimeros exemplos de barras e cascas existentes na bibliografia para validar as
parametrizagdes propostas.

O texto estd organizado em mais oito capitulos, além desta introdugao: no Capitulo 2,
apresenta-se uma visdo geral do problema das rotacdes finitas, abordando algumas das
parametrizacdes do tensor das rotacdes mais utilizadas. No Capitulo 3, apresenta-se a
formulagdo genérica proposta para a parametrizagdo das rotagdes, o tensor de rotagdes e suas
derivadas. Nos Capitulos 4 e 5 aborda-se a teoria geral dos modelos de barras e cascas em
uma concepcao Lagrangiana total, conforme proposto por Pimenta em [53] e [54]. No
Capitulo 6 se desenvolve, para os modelos de barras e cascas apresentados nos capitulos
anteriores, a obten¢ao da rigidez tangente a partir do uso da forma fraca oriunda da utilizagao
do teorema das Poténcias Virtuais, também em uma formulagdo Lagrangiana total. No
Capitulo 7 ¢ apresentada a formula¢do Lagrangiana atualizada para modelos de barras e
cascas, com a rigidez tangente sendo obtida tanto a partir do uso da forma fraca oriunda do
Teorema dos Trabalhos Virtuais como daquela oriunda do Teorema das Poténcias Virtuais.
No Capitulo 8 sdo apresentados os exemplos resolvidos de estruturas de barras e cascas
utilizando as vdrias parametrizagdes estudadas nas diferentes formulagdes apresentadas.
Finalmente, no Capitulo 9 sdo apresentadas as conclusdes da pesquisa.

Em todo o texto do trabalho serd utilizada a seguinte notagao:

Letras minusculas latinas ou gregas em italico (a, b,..., «, (,..) representam

grandezas escalares.

Letras minusculas latinas ou gregas em negrito italico (a, b, ..., o, 3,...) representam

grandezas vetoriais.

Letras maiusculas latinas ou gregas em negrito italico (A, B, C...) representam

tensores de segunda ordem.

Vetores e matrizes construidos com componentes tensoriais sdo expressos por letras

latinas em negrito nao-italico (A, B, ..., a, b,...).
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Adota-se a convengao de somatorio sobre indices repetidos, ficando subentendido que

estes assumem os valores {1,2} para letras gregas e {1,2,3} para letras latinas.
O produto escalar entre vetores sera indicado pelo simbolo (a - b), o produto vetorial, por
(a xb), o produto tensorial ou diadico, por (a ® b) e o produto escalar entre tensores de

segunda ordem, por (A : B).
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2 ROTACOES FINITAS

Por defini¢do, uma rotagdo ¢ uma transformac¢dao que, dado um conjunto de trés
vetores, preserva o comprimento destes vetores, o angulo entre os pares de vetores € o volume
(com sinal) gerado por eles. Assim, se trés vetores a, b e ¢ sdo transformados por uma mesma
rotacdo em ay, b, e ¢, s@o validas as propriedades:

a) llall = |a[; (1] = [lbu]; ven = el
b) a-bxc=a;-b xXc| e

a - b a1 . bl
C COS = = — COS .
) 8%t = ailbl  Ta ] Pusi

Onde ¢, ;indica o angulo entre o vetor % € o vetor j.

A avaliagdo das rotagdes no plano ¢ simples. Uma rotacdo em um plano Xx;-x; €
definida por apenas um escalar, o angulo de rotacdo em torno do eixo x3, perpendicular ao
plano x;-x». As rotacdes, por serem escalares, possuem a propriedade da comutatividade:
O+ 6=60+0,.

O estudo das rotacdes no espaco ¢ mais dificil. Seu comportamento ¢ regido por um
teorema fundamental de Euler que diz:

“O deslocamento de um corpo rigido com um ponto fixo ¢ uma rotacdo em torno de
um eixo que passa através daquele ponto.”

Desta forma, para a determinagdo das rotacdes no espago € necessario o conhecimento
da magnitude da rotacdo e do eixo em torno do qual esta rotacdao ocorre, ou seja, o angulo de
rotagdo e o eixo de rotacdo. Estes sdo os mesmos atributos que caracterizam os vetores.
Entretanto, as rotagdes finitas no espacgo tridimensional ndo obedecem as leis do calculo
vetorial. O maior problema refere-se a propriedade da comutatividade, que ndo ¢ obedecida.
Rotagdes finitas ndo possuem a propriedade da comutatividade e rotagdes sucessivas em torno
de eixos distintos ndo podem ser adicionadas com o uso da lei do paralelogramo. Caso se
inverta a ocorréncia de duas rotacdes, obter-se-ao resultados distintos, a menos que ambas
apresentem o mesmo eixo de rotagao.

Para tentar contornar esse problema, utilizou-se o recurso de simplificar o tratamento
das rotagdes, sendo a simplificacdo mais frequente a admissdo da hipdtese das pequenas

rotagdes, o que permitiu tratd-las como vetores e conduziu a formulagdo de uma teoria
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geometricamente linear. Outras teorias e modelos mais elaborados recorrem a uma melhor
descrigdo das rotagdes utilizando aproximagdes que incluem termos até a segunda ordem.

Na Mecénica Computacional o interesse pelas rotagdes finitas foi despertado pelo
trabalho de Argyris [2], quando se tomou consciéncia do fato de que ndo era necessario adotar
aproximagdes no campo das rotacdes. O desenvolvimento das teorias estruturais
geometricamente exatas, nas quais as rotacdes sdao finitas, ampliou a necessidade do
tratamento destas rotagdes de maneira exata. Este desenvolvimento ¢ relativamente recente,
sendo que as primeiras teorias geometricamente exatas devem-se a Reissner (1972) para
problemas planos e a Simo [74] para problemas tridimensionais.

O tratamento das rotagdes tem compreendido o uso de uma ampla gama de
parametrizacdes, conforme abordado em [11, 13, 47, 72 e 83]. Em [31, 96] as rotacdes sao
descritas utilizando os angulos de Euler. Argyris, em seu trabalho fundamental [2], ao
divulgar a algebra dos quatérnions ajudou a introduzir sua utilizagdo na Mecanica
Computacional. Entre outros autores que adotaram esta parametrizagdo incluem-se Spring
[83] e Crisfield [23]. Simo [74, 80], ao implementar sua generalizagdo para o espago da
formulagdo desenvolvida por Reissner para problemas planos, utilizou uma parametriza¢ao
mista, na qual trabalhou com o tensor das rotagdes definido pela formula de Euler e, visando
evitar singularidades, utilizou os quatérnions para obter a composicao das rotagdes. Este
tratamento das rotagdes ¢ encontrado também em [79, 81]. Em [18], Cardona e Geradin
introduzem o tratamento das rotagdes utilizando o vetor das rotagdes com a parametrizagdo de
Euler e utilizam a férmula de Rodrigues para a composi¢ao das rotagdes, por meio da relagio
do parametro de Rodrigues com o parametro de Euler. Pimenta, no desenvolvimento da sua
teoria estrutural geometricamente exata para barras e cascas [53, 54], utilizou também a
parametrizacao vetorial de Euler.

Ao tratar de cascas, Simo et al. [76-77] propdem uma formulagdo baseada no vetor de
rotacdes de Euler, dispensando a utilizacdo dos quatérnions. Esta formulagdo foi adotada por
[5, 8, 13 e 14]. Sansour; Bufler [70] também utilizam aplica¢des alternativas da formula de
Euler. Ibrahimbegovic et al. em [34, 37-38] apresentam um procedimento misto,
parametrizando a rotacdo com o vetor das rotagdes de Euler e utilizando os quatérnions para
sua atualizacdo. Ja em [36] € apresentada a possibilidade de parametrizagdo da rotacao
utilizando o tensor ou o vetor das rotagdes, via formula de Euler e realizada a atualizagdo via
multiplicagdo de tensores, mas também ¢ sugerida a possibilidade de uso dos quatérnions

nesta fase. Trabalhos mais recentes [29, 47, 64, 66 ¢ 94] abordando temas diversos como
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linearizagdo do operador tangente, interpolacdo das rotacdes e formulacdo de modelos

objetivos e sem singularidades tém adotado a parametrizagao vetorial de Euler.
2.1 O tensor das rotacoes

Matematicamente, uma rotacdo pode ser caracterizada por um tensor ortogonal

pertencente ao grupo designado por SO(3) ( special orthogonal group ).

S03) ={Q:R* — R*|QQ" = I Adet(Q) =1} 2.1)
As seis condigdes de ortogonalidade resultantes da condi¢do QQT = I permitem que

se possa representar () por apenas trés valores independentes. Existem inimeras formas de

representar um tensor ortogonal, algumas envolvendo trés parametros e outras envolvendo
mais de trés parametros submetidos a algumas restrigdes. A essas formas de representar o
tensor Q se denomina parametrizagdo do tensor das rotagdes ou, mais resumidamente,
parametrizacdo das rotacdes. Como ja foi mencionado, a parametrizacio do tensor das
rotagdes pode ser feita de diversas formas, seja utilizando o vetor das rotagdes, os quatérnions,

os angulos cléssicos de Euler etc.

Figura 2.1 Rotagéo de um vetor
O deslocamento no espaco de um corpo rigido em torno de um ponto fixo O pode ser
representado sempre como uma rotagdo qualquer de um ponto P descrita pelo vetor posicao

a, como mostrado na figura 2.1. O teorema de Euler garante que ¢ possivel representar a

rotagdo do vetor a em termos de parametros de rotagdo: o angulo de rotagdo # e o vetor

unitario e na dire¢ao do eixo de rotagao.
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A obtencao do vetor b, que representa a nova posi¢ao de a ap6s a rotagao, a partir de
a, e ¢ 0, pode ser feita geometricamente. Para tanto, define-se um sistema de eixos tri-

ortogonal com vetores %, 7 ¢ k, com k na direcdo de e. O vetor unitario 3 ¢ ortogonal ao
plano definido pelos vetores a e e e pode ser obtido por

. exa
j— ’ 2.2)
lallsenc

sendo « o angulo entre e ¢ a . O vetor ¢ € obtido por

1=J3xk=jxe. (2.3)
O vetor b pode ser expresso por

b=a+r+s+t. (2.4)

Os vetores r e tsdo paralelos a 2e s ¢ paralelo a j. Estes vetores podem ser

expressos em fungdode a, e ¢ 6:

T = —lalsenat = —(exa>xe =exexa (2.5)
s = llalisenasendj = senf ce X a> (2.6)
t = llalisenacosfi = cosf (e X a> x e> = —cosfce X (e X a». 2.7)

Substituindo estes valores em (2.4), obtém-se:
b=a+excexa>+sendcexa>—coshcexcexar» (2.8)

b=a+senfcexa>+(1—cosf)cexcexar, (2.9

que pode ser escrito na forma

b= Qa, 2.10)
sendo
Q = I +sendE + (1 — cosh) E* , (2.11)

onde E ¢ o tensor antissimétrico cujo vetor axial ¢ e.

A equagdo (2.11) € conhecida como formula de Euler.

2.2 Parametrizag0es das rotacdes

A escolha da parametrizagdo a ser utilizada em uma dada aplicacdo ¢ feita
considerando aspectos tedricos e computacionais. Consideram-se também aspectos
especificos da aplicacdo na tentativa de atingir objetivos como evitar singularidades ou
reduzir o custo computacional de algumas operagdes. Embora ndo seja um critério muito
cientifico, o gosto pessoal ou a maior familiaridade com um tipo de parametrizagdo podem

influenciar esta escolha.
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Existem duas familias de parametrizagdes: as parametrizagdes ditas vetoriais € as nao
vetoriais. Este trabalho enfoca as parametrizagcdes vetoriais de Euler e Rodrigues, mas em
vista da importidncia de algumas das parametrizacdes ndo-vetoriais, tanto em termos
historicos, como no proprio campo da Mecanica Computacional, elas serdo abordadas

também nesta fase deste trabalho.

2.2.1 Parametrizacg0es vetoriais

As parametrizagdes vetoriais sdo uma classe geral de técnicas de parametrizacao das
rotacdes baseadas em um conjunto minimo de parametros. Elas adotam o menor conjunto
possivel de pardmetros, visto que a dimensdo do grupo especial ortogonal no espaco

tridimensional ¢ 3. Este conjunto consiste de um par (p,e), onde p = p(#) ¢ uma fungao

geratriz da parametrizagdo e e ¢ o vetor unitario da direcdo em torno da qual ocorre a
rotacdo. Esse conjunto de trés parametros define as componentes cartesianas de um vetor.
Esta caracteristica ndo esta presente nas técnicas nao-vetoriais, mesmo aquelas que trabalham
com apenas trés parametros. Os angulos de Euler, por exemplo, sdo trés escalares que nao
podem ser entendidos como componentes de um vetor. Além dessas, também entre as
parametrizacdes ndo vetoriais, existem aquelas que ndo correspondem a minimos, como a
parametrizacdo do quatérnion unitdrio, também chamada de Euler, a de Cayley-Klein (4
parametros escalares relacionados por uma restricdo algébrica) e a parametrizagdo dos
cossenos diretores (9 pardmetros escalares relacionados através de 6 restrigdes).

Entretanto, as parametrizagdes vetoriais ndo sao livres de singularidades. Em um dos
trabalhos pioneiros sobre o assunto, Stuelpnagel [85] afirma que Hopf mostrou em 1940 que
cinco ¢ o nimero minimo de parametros suficientes para representar de maneira biunivoca o
grupo das rotacdes. Assim, ¢ topologicamente impossivel ter uma parametrizagdo tri-
dimensional global sem pontos de singularidade no grupo das rotacdes.

Apesar dessa limitagdo, elas sdo muito convenientes do ponto de vista computacional,
pois permitem tratar as rotagdes de forma semelhante as translagdes [63], ¢ podem ser
amplamente usadas nos problemas de Engenharia Civil onde as rotacdes costumam ser
moderadas. Desde que se trabalhe com um processo incremental com atualizagdo, as
parametrizagdes vetoriais podem ser utilizadas mesmo em situagdes onde podem ocorrer
rotagdes ilimitadas, como no caso da dindmica de mecanismos, pois a limitacdo incidird
apenas dentro de um incremento.

A representacao vetorial consistird de um vetor, tal que:
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x=p(f)e (2.12)
A funcdo geratriz da parametrizagcdo deve obedecer a algumas condi¢des. A primeira

delas ¢ que:

p(0) =0, 2.13)

ou seja, a magnitude do vetor de rotagdo generalizado deve ser nula, para um angulo de

rotagdo nulo. Isto garante que se b = Qae 6 = 0 entdo b = a.
Derivando z no tempo, na origem obtemos:

£(0) = pg(0)fe + p(0)eé. (2.14)
A funcdo p(60) deve ser tal que

Py (0) = 0, (2.15)

de forma que 2(0) seja diferente de zero quando 6 ¢é diferente de zero.

2.2.1.1 Parametrizacao de Euler

Esta parametrizagdo, além das caracteristicas inerentes as parametrizagdes vetoriais,
goza da vantagem adicional de ter um significado geométrico simples no ambito da prépria

rotag¢do que visa representar. Ela assume a forma deduzida na equagao (2.9).

r’ = rcosf + (e x r)send + e(e - ) (1 — cosb) )16
=1+ (exr)send + [e x (e x 7)|(1 — cosh) (210)

r e r’ sdo a posi¢do inicial e final do vetor, & é o angulo de rota¢do e e o vetor unitario na

direcao do eixo de rotacao.

r' = Qr, (2.17)

onde o tensor ortogonal das rotagcdes ) pode ser representado por:

Q = I + senfE + (1 — cosb ) E? (2.18)
Adotando-se um tensor antissimétrico @ cujo vetor axial é 8, com |0 =0, Q

assume a forma:

senf 1 — cosf

e (2.19)

Podemos definir as fungdes:

_send

h,(&’)— ; ehz(e):(l-cosﬁ)

92

(2.20)
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As equagdes (2.20) apresentam singularidades para 6 = 0, mas que s3o facilmente
removivelis, ja que:
_send 1

— _l 2 - A 6
h(0)= O 0 0(6°) (2.21)

2
:(l—cgsﬁ)zlsen (e/zz)zl_LguLe“—o(eé). 2.22
0 2 (g2 2 24 720 o

7y (0)

Esta parametrizagao ¢ valida no intervalo 0 < 6 < 27.

2.2.1.2 Parametrizacéo de Rodrigues

Devido as fungdes trigonométricas envolvidas, a parametrizagdo de Euler pode
apresentar elevado custo computacional. Torna-se entio interessante trabalhar com os
parametros de Rodrigues. Esta parametrizagdo, também conhecida como parametrizagao de
Cayley ou de Cayley-Gibbs-Rodrigues, foi primeiramente proposta por Rodrigues. Ela € por
vezes atribuida a Euler, entretanto, os semiangulos que sdo importantes nesta parametrizacao

nao sdo encontrados explicitamente em nenhum dos trabalhos de Euler.

Para a obtencdo da forma vetorial desta parametrizacao, adota-se a variavel:

a =2tg(%). (2.23)

Temos entao:

send = sen| 2arctg 2= 4a2
2 4+a

: 2 2.24
(1-cos®) = 2sen’ (gj = 2{sen {arctg (Zﬂ} = 20 S 229
2 2 4+

Obtemos entdo:

, 4o ’
rerto (e ”)+4+az [ex(exr)] (2.25)
4o 20
- E E?
R e R (2.26)

Adotando:
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A=oaFE (2.27)
4 2
=1+ A+ A? 2.28
Q 1T o2 11 o (2.28)
Q=1+ 1 (A+1A2) (2.29)
T 4+ 2 ‘
Chamando, para facilitar a notacao,
a)= 2.30
g(a) 1ia (2.30)
obtemos para o tensor rotacao a expressao:
L so
Q=1+gca> A+§A . (2.31)

Esta parametrizacdo apresenta singularidades para 0 = 0e 0 = 7 + 2k7, Kk € Z.

Para # = 0 este problema ¢ contornado, pois:

2tg(9/2)_ N 6
T_lJrEQ +EQ +0(6°). (2.32)

A singularidade correspondente a 6 = 7 + 2km impde como intervalo de validade

para esta parametrizacgao o intervalo 0 < 6 < 7.
2.2.1.3 Parametrizacéo generalizada de Rodrigues

Visando ampliar o intervalo de validade da parametrizagdo de Rodrigues, pode ser
definida uma familia de parametrizagdes, oriundas da parametrizacdo de Rodrigues, geradas a

partir de:
0
a, = o,e, onde o, = 2ntg o) n=123.. (2.33)
n
O tensor das rotagdes pode ser obtido a partir da expressao abaixo:

Q.= Ql/'ﬂ =1 +L[nAn —|—%A§]. Logo,

4n® +al (2.34)
Q=Q.].



37

Para n =1 obtemos a parametrizagdo de Rodrigues. A parametrizagao
correspondente a n = 2 recebe o nome de parametrizacdo de Wiener/Milenkovic [10]. Esta

parametrizacao € ndo-singular no intervalo 0 < 6 < 2.

2.2.2 Parametrizagfes ndo-vetoriais

Compreendem as parametrizagdes que envolvem mais de trés pardmetros associados a
restricdes ou tém apenas trés pardmetros que, entretanto, ndo podem ser entendidos como

componentes de um vetor.

2.2.2.1 Angulos de Euler

Os angulos de Euler sdo uma das formas mais conhecidas de representar as rotagoes.
Estes angulos definem uma rotagdo como sendo a composi¢do de trés rotagdes em torno de
eixos previamente escolhidos. A escolha destes eixos € arbitraria, sendo em geral funcdo do
problema a ser resolvido e hd doze combinagdes possiveis, correspondentes a sequéncia

escolhida de trés eixos. Os angulos y, 0 e ¢ sdo chamados de angulos de Euler e a sequéncia

x;-x;-xx ¢ chamada de sequéncia de Euler.

A representacdo classica dos angulos de Euler ¢ com a sequéncia z-x-z, mas, como foi
mencionado, ndo ¢ a Unica op¢do possivel. Em problemas de mecanica quantica ¢ comum
utilizar-se a sequéncia classica z-x-z. No caso de problemas de orientacdo de aeronaves a
escolha recai na seqiiéncia z-y-x, e os angulos de Euler vy, 6 e ¢ correspondem aos
parametros normalmente utilizados de angulo de guinada (yaw), angulo de declive (pitch) e
angulo de rotacdo longitudinal (ro//), respectivamente.

A Figura 2.2, extraida de [28], apresenta a sequéncia cldssica dos angulos de Euler. A

transformag¢do comeg¢a com uma rotagdo do sistema de eixos original, xyz de valor ¢ em
torno do eixo z, no sentido anti-horario. O sistema de coordenadas resultante ¢ chamado &n¢ .
Na segunda etapa, os eixos &n¢ sao girados em torno do eixo £ de um angulo 6 em sentido

anti-horario, produzindo outro sistema intermedidrio de eixos, desta feita os eixos &n'C’.
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Finalmente, o sistema de eixos ¢'n'¢’ é girado em torno do eixo ¢’ de um angulo de valor 1

no sentido anti-horario, produzindo o sistema de eixos desejado, z'y’z’ .

Figura 2. 2 — Angulos de Euler

Na sequéncia classica de Euler, sendo a primeira rotagdo ¢ em torno de z, 6 a segunda

rotagdo em torno do novo eixo x e y a rotacdo final em torno do novo eixo z, se obtém para

Q) a seguinte expressao:

cosy senyy 0|1 0 0 |lcosp senp O
Q = |-seny) cosyp Of|0  cosf send||-sen¢ cosp O (2.35)
0 0 1}|0 -senf cosf|| O 0 1

A representagdo usando os angulos de Euler ndo ¢ isenta de singularidades.

Desaparecendo o 6, 1) e ¢ sdo indeterminados, sendo conhecida apenas a soma de ambos.

Segundo Betsch; Menzel; Stein [13], esta singularidade torna os angulos classicos de Euler
inadequados a implementacdo computacional, ja que € — 0¢ uma condicdo frequente em
muitos problemas. Como algumas orientagdes para os corpos rigidos ndo sdo possiveis, pois
correspondem a essas posi¢des de singularidades, pode-se recorrer ao artificio de posicionar o
sistema de coordenadas de forma que a sua orientacdo corresponda a esses pontos de
singularidade. Nesse caso, os angulos de Euler fornecem um método satisfatério para

representar um subconjunto de . Para evitar ambiguidades, o campo de variagdo das
rotagdes costuma ser limitado entre -7 e 7. Assim, —7 < ¢,0, < 7, exceto se esta limitacao

conduzir a atravessar um ponto de singularidade da parametrizagao.
Segundo Ritto-Corréa [63], as principais desvantagens da representagdo das rotagdes
utilizando os angulos de Euler sdo:
a) A representacdo ¢ dependente do sistema de coordenadas escolhido e envolve

complicadas expressdes trigonométricas;
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b) Para cada sequéncia de rotacdes escolhida, a representagdo do tensor ortogonal ¢
diferente, ¢ ha doze combinagdes possiveis correspondentes a sequéncia de trés eixos
(excluindo rotagdes sucessivas sobre 0 mesmo €ixo);

c) Nao ¢ simples encontrar a representa¢do de uma rotagdo em torno de um eixo, se este
ndo for um dos eixos cartesianos;

d) Nao hd uma forma razodvel de compor duas rotagdes sucessivas diretamente em
termos dos respectivos angulos de Euler;

e) A obtencdo dos angulos de Euler a partir do tensor ortogonal ¢ uma operagdo muito
laboriosa e

f) Dois dos trés eixos de rotagdo podem alinhar-se resultando em perda de um grau de

liberdade, como consequéncia de esta representacao ser global, mas singular.

2.2.2.2 Quatérnions

Os quatérnions foram concebidos por Hamilton em 1843, com o objetivo de
generalizar os nimeros complexos para trés dimensdes. Entretanto, segundo Cheng; Gupta
[21], seu significado fisico no contexto das rotagdes finitas, utilizando os pardmetros de
Rodrigues, foi descoberto por Cayley. Sdo também conhecidos como parametros de Euler,
embora Cayley, apud Cheng; Gupta [21] os considerasse uma forma alternativa da formula de
Rodrigues.

Altmann [1] e Dai [24] relatam que em seu trabalho publicado em 1840 sobre seus trés
parametros, Rodrigues define também explicitamente outros quatro parametros compostos por
um escalar com o cosseno da metade do angulo de rotacdo e mais trés nimeros compostos
pelos cossenos diretores do eixo de rotagdo e o seno da metade do angulo de rotacdo. Ou seja,
os chamados parametros de Euler ou pardmetros de Euler coincidentes com o quatérnion
unitario. Dessa forma, teria sido Rodrigues e ndo Hamilton o pioneiro na concepcao dessa
representacdo para a rotagcdo, embora ndo a tenha batizado. Segundo Altmann [1], h4d também
registros de que Gauss inventou o quatérnion em 1819, embora nunca haja se preocupado em
publicar o tema. Altmann também afirma que nao ha registros que justifiquem a denominagao
que ¢ atribuida ao quatérnion de “parametros de Euler”.

Euler provou algebricamente que, se aplicarmos rotacdes sucessivas em torno de
diferentes eixos a uma esfera unitaria, o resultado ¢ uma rotagao da esfera em torno de um
unico eixo, de um angulo tnico [1]. Por outro lado, Rodrigues descreveu em seu trabalho de

1840 [65], sem figuras, uma constru¢ao geométrica que, dados os angulos e eixos de duas
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rotacdes sucessivas, determina a orientagdao do eixo resultante de rotagdo e o valor do angulo
de rotacdo. Esta formula de composi¢do de rotacdes, a producdo mais significativa de
Rodrigues para o estudo das rotagdes, ¢ geralmente chamada na literatura de “construcao de
Euler”, apesar de ndo haver sido concebida por Euler.

A representagdo de rotacdes através de quatérnions ¢ muito popular na computagdo
grafica, vide [73]. Na mecanica computacional, sua divulgacdo deve-se a Argyris [2]. Seu
trabalho pioneiro foi seguido de varios outros, dentre eles Spring [83], Crisfield [23] e
Bergweiller [12]. Segundo Altmann [1], a melhor aplicabilidade dos quatérnions ¢ na
mecanica quantica, onde seu uso torna o trabalho mais simples e mais eficiente que qualquer
outro método. Esta parametrizacdo também ¢ utilizada na aeronautica e no tratamento de
sinais e imagens.

Quando se trabalha com quatérnions ¢ habitual utilizar uma nota¢do tetradimensional,
pois isto permite expressdes compactas. Assim, um quatérnion sera representado por:
q=q,+4 (2.36)
onde ¢, representa a componente escalar do quatérnion e g sua componente vetorial. O termo

vetor foi criado por Hamilton para representar a parte imaginaria do quatérnion, entretanto,
segundo [1], com a criacdo da algebra vetorial por Gibbs e a apropriacdo deste termo para
designar os vetores, tornou-se mais dificil a ampla aceitacdo do quatérnion, ja que o vetor
concebido por Hamilton no ambito do quatérnion ndo € realmente um vetor como entendido
por nds atualmente, mas um vetor axial.

Segundo Stuelpnagel [85], a parametrizagdo das rotagdes utilizando os quatérnions,
embora use apenas um parametro redundante, permite representar o mais geral movimento
possivel de um corpo e tem a vantagem de conduzir a equacdes lineares. Os componentes do

tensor das rotacdes @ sdo obtidos como fungdes quadraticas dos coeficientes de .

Na utilizagdo para parametrizacdo das rotacdes, os componentes escalar e vetorial dos

quatérnions sdo definidos como:
0 0
q, = cos [—] q = sen [—Je , (2.37)
2 2
sendo # o angulo de rotacdo ¢ e o vetor unitario do eixo em torno do qual ocorre a rotagao.
A componente vetorial g pode ser interpretada como um caso especial das parametrizagdes
vetoriais com uma fun¢o geratriz f = sen ( %) A componente escalar e os componentes do

vetor sdo relacionados por uma restri¢ao:

¢ +q-q=1 (2.38)
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Um quatérnion que satisfaz esta condicdo ¢ chamado quatérnion unitario e pode ser usado
para parametrizacdo das rotagdes. Embora ndo haja uma correspondéncia biunivoca entre os

quatérnions ¢ os elementos do tensor ortogonal ), pois a cada tensor das rotagdes

correspondem dois quatérnions, esta condi¢do ¢ suficiente para a maioria dos propdsitos
praticos.

Um quatérnion unitario pode ser usado para representar uma rota¢do de duas maneiras.
Na primeira forma, um vetor r qualquer pode ser rotacionado para uma nova posi¢io r’ por:
r = qrq, (2.39)
onde g ¢ um quatérnion unitario e g seu conjugado, que ¢ obtido a partir de ¢ pela inversdo
do sinal da sua componente vetorial mantendo-se o sinal da sua parcela escalar.

Considerando que o vetor a ser rotacionado, 7, pode ser entendido como um

quatérnion cuja componente escalar ¢ nula, o produto presente em (2.39) pode ser obtido com
o uso da expressdo para multiplicagdo de quatérnions, desenvolvida por Hamilton
¢=ab=ab,—a-b+ab+ba+axb (2.40)

Esta operagdo goza das propriedades associativa e distributiva, mas nao ¢ comutativa
devido a presenga do produto vetorial. Com o uso desta expressdo ¢ bastante simples a
obtencao da combinac¢ao de rotagdes sucessivas.

A outra maneira de usar o quatérnion para representar a rotagdo ¢ exprimir o tensor
ortogonal de rotagdo como uma funcdo do quatérnion e usar este tensor para realizar as

rotagdes, como de habito.
Q = I + 2q,skew (q) + 2(skew (q))2 (2.41)

Esta representacao do tensor ortogonal ndo contém pontos singulares.

As vantagens dos quatérnions sdo a sua facilidade de implementagdo computacional e
o fato de permitirem lidar com rotagdes arbitrariamente grandes. Sua principal desvantagem ¢
a existéncia da restri¢do representada pela equacgdo (2.38), mas em uma parametrizacao global
esta dificuldade ¢ inevitavel. Outra desvantagem ¢ representada pela dificuldade de construir
um esquema de interpolacao geral, ja que ao caso ndo se aplicam as técnicas de interpolacao
do tipo vetorial. Existem técnicas desenvolvidas para a interpolagao entre apenas dois
quatérnions unitarios, sendo o resultado bastante bom, entretanto interpola¢des envolvendo
mais de dois pontos ainda sdo objeto de estudo [63]. Apesar das desvantagens citadas, a

complicacdo de trabalhar com quatro pardmetros e uma equagdo restritiva pode ser
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interessante em algumas aplicagdes pelo fato de esta parametrizagdo ser livre de

singularidades, sendo bem definida para —o0 <@ < o0-
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3 NOVAS PARAMETRIZACOES PARA O TENSOR DAS ROTACOES

No campo da algebra matricial, as rotagdes podem ser expressas na forma de um

tensor rotagdo, que aqui identificaremos pela letra @), o qual goza de algumas propriedades

importantes:

a) det@Q = +1
Q' =I=Q "' =q"

3.1 Expressdo geral para o tensor das rotacdes

O tensor das rotagdes pode ser expresso genericamente pela equagao:

Q=1+bE +(1—a)E~ (3.1)

Em (3.1), E ¢ o tensor antissimétrico cujo vetor axial ¢ e, sendo e o vetor unitario
da direcao do eixo de rotagdo.

Da expressdo (3.1) para o tensor das rotagdes, podemos concluir que:

detQ = a® + v? (3.2)

A partir da representagao (3.1) para o tensor das rotagdes, podemos escrever os
tensores transposto e inverso do tensor das rotacdes, obtendo
Q' =T —-bE+(1—a)E*e

b a (3.3)
-7’ E (1——)]_@2
@ a’ + b? + a? + b?

Um tensor rotacdo tem seu determinante de valor +1. Assim, se impusermos a

condigdo

a’+b =1 (3.4)



44

obteremos a partir de (3.3) que
Q'=qQ" (3.5)

O que implica dizer que a expressao (3.1) de fato representa uma rotagao.

3.2 Expressao geral para uma parametrizacao vetorial do tensor das rotagoes

Uma parametrizacdo vetorial genérica usara como pardmetro um vetor £ de norma z,

de dire¢ao coincidente com o eixo de rotagdo, o que nos permitira escrever:
T = ze (3.6)

Com o uso do tensor antissimétrico X, cujo vetor axial ¢ x, podemos reescrever a

equagao (3.1) na forma:

Q:I+9X+(1_2“)X2. (3.7)
X X

Em (3.7), a e b s3o fungdes de = e devem atender a equacao (3.4). Explicitamente,

escreveremos:
a=acx>eb=0bcx. (3.8)

Para a e b sdo validos:
aa’ +bb' = 0eab’ —ba' = — (3.9

A simbologia presente em (3.9), que também sera utilizada nas equacdes subsequentes

dw

o= 3.10
S I ( )



A equacdo (3.7) pode ser reescrita na forma:

Q=I+h>X+h > X>

Onde,

1—a

£L'2

b
ha) =— e x> =
x
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(3.11)

(3.12)

Como e ¢ o vetor unitrio do eixo de rotagdo e E o tensor antissimétrico cujo vetor

axial ¢ e, ambos sdo invariantes sob efeito da rotacio, ou seja, Qe = e ¢ Q'EQ = E, o

que nos permite escrever também:

Qr =«x
Q'XQ =X

(3.13)

Manipulacdes algébricas nos permitem escrever relagdes validas para hy cx> € hy (x>,

a partir daqui referidos apenas como Ay € hy :

W+ hia® —hy = hy,

h' :(9) :%(b’x—b):xwg—hhz) e

xz x
/

1—a
z

hy' =

X

= (0 + 201 a)) = — (s —2y)

Nas relagoes (3.14) adotou-se:

/ —_—
h=ab —ba' =2 ¢ by =" th
a i

Realizando algumas manipulagdes algébricas, podemos

expressoes abaixo:

(3.14)

(3.15)

escrever também as
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h/ 1(y b 1
hahy +?1+h1h2/95—h2h/33 el oo =—5(h—h)="h
v v (3.16)
!/ /
@_@2 —h1hi—h»2h2/a? = —%(aa’—f—bb’) =0
x T x
3.3 Vetor das velocidades angulares
Como mencionado anteriormente, z ¢ a norma do vetor , x = llZll, 0 que Nos
permite escrever:
=z x (3.17)
Derivando a equacdo (3.17) em relagdo ao tempo, obtemos:
.1 .
T=—(x-x) (3.18)
x

Em (3.18) e nas equagdes subsequentes, a variavel encimada por um ponto representa

sua derivada em relagdo ao tempo.

Derivando a expressao do tensor das rotagdes (3.11) em relacao ao tempo, obtemos:

/

Q:th+hQ(XX+XX)+%(:1:-:1’:)X+%(:1:-:1’:)X2 (3.19)

Definindo um novo tensor {2 como sendo:
2=QQ"
. ) ) 1 (3.20)
Q=nX+h(XX - XX)+(h—h)=(z-©)X
z

Este ¢ o tensor das velocidades angulares. E possivel provar que este tensor ¢

antissimétrico, o que nos permite definir:

w = axial(QQ" ) = hu + hy X + (h — hl)i?(:n':i:)a; -
T

:hl.fb+h,2X;b+(h—h1)(i2X2+I)m': (3.21)
T

= (hI + hhX + h3 X* ).
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O vetor w corresponde ao vetor das velocidades angulares.

A equacdo (3.21); nos permite escrever:

w=Tuz, (3.22)
onde temos:
I'=ha>I+hyca> X + hy x> X3 (3.23)

A propriedade expressa pela equacdo (3.13), nos permite obter as seguintes relagdes

validas para o tensor I":
Q'rQ=rI ¢ Q'T =rQ”" (3.24)

Para um tensor antissimétrico, sdo validas as propriedades:

X3 = 22X e X' = —22X2 (3.25)

Assim, com a ajuda de (3.25), (3.14), e (3.15),, a partir de (3.24), podemos obter:
Q' = hI — X + X2 =T7. (3.26)

Podemos obter também que:

detI’ = h(h®* + 2°hy”) (3.27)

3.4 Derivadas dos vetores e tensores

Identificaremos as derivadas do tensor I' e do vetor xem relagdo a uma varidvel
escalar qualquer pelos simbolos I'' e x’, respectivamente.

Assim, pela derivacao de I' em relagdao a uma variavel escalar qualquer, obteremos:

I'=hg(z-2') T +hy(z-2')X +hs(z-2')X* +

(3.28)
+hy X'+ hy (X'X + XX').



Em (3.28) as novas variaveis escalares valem:

ho=1p
T
1 1
h, = =h' = = (hh, —2h,)
T x
1

8

1
hs :Eh:s/ - 2(h8—|-h]12—3h3)

De forma compacta, podemos reescrever a equagao (3.28) sob a forma:

I'=U(z'),
definindo U (x,y ) pela equagdo seguinte:

U(z,y)=(hI+haX+haX)(x-y)+
+h, @Y +h, > (YX + XY),

onde Y ¢ o tensor antissimétrico cujo vetor axial ¢ y .

Sendo t e s vetores genéricos, ¢ valida a propriedade:

U'(z,t)s =Q'U(x,s)t
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(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Definiremos um novo tensor V (x,t), sendo ¢ um vetor genérico, que € o vetor axial

do tensor antissimétrico T :

o(I'"t)
ox

V(xt)=

(3.33)

Executando a diferenciacdo expressa pela equagdo (3.33) obtemos para V (x,t) a

expressao abaixo:

V(xt)=(hycort—h > Xt+h > X°t)®@x +
4+ hyce>T — h, coH>(2XT —TX)

(3.34)

Como consequéncia da propriedade expressa pela equagdo (3.32), podemos escrever:
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UI'E) _ grp(a,t) e
Oz ocrt) (3.35)
QUG = 2L

Pela comparagao de (3.35); e (3.33), podemos concluir que

Viz,t)=Q'U(z,t) (3.36)

Com a ajuda das equagdes (3.32) e (3.36) obtemos:

U'(x,t)s = V(x,s)t (3.37)

De (3.37) podemos concluir que:

d(U™(z,8)t)  O(V(mt)s)
o == = V(1) (3.38)

Com a ajuda das equagdes (3.35), e (3.36) obtemos também:

o(I's")
ox

= QU (z,t") = QV'(z,t)Q" = V'(,Qt") = V'(x,1). (3.39)

Em (3.39), t = Qt", ouseja, t" é o vetor ¢ retrorrotacionado.
Outra relacdo que pode ser obtida, ap6s alguma manipulagdo algébrica, €:
ot ) o(r't)

_ Q) _ o
e = aa = V@[T = = V() - T (3.40)

As relagdes expressas pelas equagdes (3.39) e (3.40) nos permitem escrever:

V' (x,s) = V(x,s)— I''ST (3.41)

O tensor S ¢ o tensor antissimétrico, cujo vetor axial € s.

Utilizando as propriedades expressas pelas equagdoes de (3.35) a (3.41), a

diferenciagdo da equacao (3.34) nos conduz a obtermos:
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V'i(z,x't) = (x-2")(hycx>t — hycaH> Xt + h, <> X°t) @ © +
+(hycort—h > Xt+ h o> X°t) @ x' +
(b (XX + X' X))t —h o X't) @ @ + (3.42)
+h o (x-2"T —hyco(x-x')(2XT -TX) +
—h, cH>2X'T —TX'")

As novas fungdes de x que aparecem nesta equagao valem:

hy Cz> :lhsl

i
hy (x> = %hq' = %(hshq + hhy — h*h, — 4h,) (3.43)
h (x> = %h; = %(hg + hoh, + hh, — 5h,)

As fungdes necessdrias a obtengio de V'(z,x’,t), sdo, portanto:

1
- -
a X
1-a h —
h, = 5 h, = 2hl
x T
1 1
hy = — (hhy —2h,) hy = — (hy + hh, — 3h,) (3.44)
1 1
hy = E(hshl + hhy, — h*h, — 4h4) h, = F(ht) + hshy, + hh, — 5hy)
h, = Ly hy, = lhs’.
X X

3.5 Parametrizag6es

3.5.1 Parametrizacéo de Euler

A escolha mais evidente para parametrizagdo vetorial ¢ a parametrizagao de Euler que

consiste na selecdo dos seguintes parametros:
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b = senf

a=cos@

=0 0e (3.45)
sendox =6 =8|

. ~ !/
Neste caso, os coeficientes presentes nas equacdes de @, I' e I'" assumem os valores

abaixo:
h=1
sent
T = 0
_ 1—cosf
— =
1_86719
B o— 0
3 92
b = o O = 2h,) (3.46)
1
hy = 5 (hy = 3h,)
1
h’6 = E(hs h2 4h4)
h —i(h 5h. )
7 92 4 5
hs =h, =0

De posse destes coeficientes, podemos obter os tensores @ e I :

0 1 — cosf
Q=1+ Se; O+ 0‘;"3 ©? (3.47)
_ (send
1 — cosé 0 )
r=1I+ e O + 7 (C) (3.48)

3.5.1.1 Singularidades

As expressoes que definem os tensores @) ¢ I' apresentam uma singularidade quando

6 = 0. Entretanto, essas singularidades sdo removiveis com o uso de uma expansao em série

de Taylor dos coeficientes das fungdes trigonométricas envolvidas:
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senf 1 1
_ = ]_—— 2 - ! - ‘
0 60 * 1200 0(0 )
i (012 (3.49)
1 0208921 (é ):l_iQQ _f_LQl_O(es)
0 92 (9/2) 2 24 720

Para @ =0, os tensores @ ¢ I' assumem os valores:
Q=TI=1 (3.50)

Para 0 = 2kw, k = 1,2,..., otensor I' também ¢ singular:
F:I—i—é@Z:e@e (3.51)

Esta singularidade ndo ¢ removivel, o que restringe o uso da parametrizacdo de Euler ao

intervalo 0 < 0 < 2.

3.5.1.2 Obtencéo de 0 a partir de Q

Se dispusermos do tensor () e necessitarmos obter o vetor € ¢ sua norma ¢ podemos

fazer uso das expressoes:

0 = 2arcsen S —4trQ (3.52)
0 :
0 = mamal(Sker). (3.53)

Em (3.52), tr@Q representa o trago do tensor Q.

3.5.2 Parametrizacéo de Rodrigues

A parametrizacdo de Rodrigues consiste na escolha de um pardmetro «, vinculado ao

angulo de rotagdo 6 através da relagdo:

a = thg, (3.54)

ou seja, o angulo de rotagdao 6 corresponde a:

0= 2arctg% (3.55)
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A observagdo desta equagdo nos permite verificar que esta parametrizagdo ¢ singular

para 0 = (2k —1)m, k = 1,2,..., 0 que restringe o seu uso ao intervalo 0 < 0 < 7.
No seu intervalo de validade, os pardmetros da equacdo (3.7) assumem os seguintes
valores:

:L':a:thg e T=o0a=aqe (3.56)

Os demais parametros podem ser determinados pela substituicdo da relagdo existente
entre & e € em suas respectivas equagoes:

4x 4a 4-x" 4-ao’

bzsen9:4+x2:4+a2 ea:c0s€:4_l_xz—4_|_a2 (3.57)
Os demais coeficientes estdo relacionados a seguir:
b b 4 4
o 442t 44
hy = h
1
=—h
, 2
h, =0
h, = —iif
(3.58)
; =0
1
h(; - Zhs
h. =0
1
hy = —§h2
1.
hg = ihj
Substituindo os coeficientes nas equagdes que definem os tensores () e I' obtemos:
Q=1+ 1 ‘(X-l—lXQ):I—I— A ((A-i—lAQ)
4+ z? 2 4+ o’ 2 (3.59)
4 1 4 1 '
r= I+=-X|= I+-A
4+x2( +2 ) 4+o¢2( +2 )’

onde A ¢ o tensor antissimétrico cujo vetor axial ¢ a.
Com o uso das expressoes que definem h; e hy e sua aplicacdo a equagdo (3.27) nds

podemos obter que:
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detlI’ = h?, (3.60)

portanto, esta parametriza¢ao ndo apresenta singularidades no intervalo 0 < 0 < 7.

3.5.2.1 Obtencéo de « a partir de Q

Nesta parametrizacdo, a obtengdo de « a partir de @@ pode ser feita com a utilizagao

de
B 3—tr@Q
04—2{ o (3.61)
2
o= 2 il (Skew Q) (3.62)

3.5.2.2 Composicéo de rotacoes

Para a composicdo de rotagdes pode ser feito uso da féormula de Rodrigues. Esta

formula estabelece que, se temos um tensor rotagao tal que

Q = Q.Q, (3.63)

e sendo, o, € oy os vetores rotacdes associados aos tensores @), € (), na parametrizacao de
Rodrigues, sendo suas normas «, € «q,, respectivamente, podemos obter o vetor o associado

ao tensor ) com o uso da expressao:

« a, + oy + laa X ab} (3.64)

:4—aa-ab{ 2

3.5.3 Parametrizacdo Generalizada de Rodrigues

Comparando as equagdes (3.47) e (3.48) que definem os tensores @ e¢ I' quando da
utilizagdo da parametrizagdo de Euler com as equagdes (3.59) que os definem na
parametrizacdo de Rodrigues, torna-se evidente a maior simplicidade da parametrizagao de
Rodrigues, que ndo apresenta funcgdes trigonométricas ou singularidades significativas, o que

se constitui em grande vantagem para aplicagdes numéricas. Como desvantagem, apenas o
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menor intervalo de validade, que na parametrizagdo de Rodrigues ¢ 0 < @ < 7 enquanto na
parametrizacgdo de Euler é 0 < 6 < 27.

Buscando contornar esta restri¢do, foram desenvolvidos os parametros generalizados
de Rodrigues. Em [56] ¢ mencionada uma familia de parametros modificados de Rodrigues a

serem gerados por:

n n

a, =a,e onde o, = 2ntg2£, n=123.. (3.65)
n

Quando n = 1, ¢ obtida a parametrizagdo de Rodrigues na sua forma usual.
A obtengdo do tensor das rotagdes para esses parametros € feita a partir da divisao da

rotagdo em parcelas correspondentes a 1/n do angulo de rotagdo 6. A cada parcela do

A ~ , ~ . . 1
angulo de rotacdo correspondera um tensor rotacdo que denominaremos aqui de Q/ "UA
rotagdo completa, correspondente ao angulo total #, serd obtida pela superposicdo das
rotacdes, ou seja:
1/n \™
Q = (Q/ ) (3.66)
De maneira genérica, podemos dizer que a raiz k do tensor das rotagdes @ ¢

fornecida pela expressao:

Q. = Q% =TI + sendE + (1 — cos V) E* , (3.67)

onde

¥ = % (3.68)
A equacdo (3.67) pode ser escrita na forma:

Q=I+bE+(1—a)E, (3.69)

sendo

b =sent e a = cos. (3.70)

Utilizando a notagdo «,, para representar os parametros generalizados de Rodrigues,

estes serdo dados pelas expressoes:

n

T =aq, :2ntgi e rT=a =1re=qe (3.71)
2n

A expansdo em série de (3.71); nos permite escrever:
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0 1, 1, ]
x_a"_mmﬁﬁ_9+imf€+EEW€**X9) (3.72)

Podemos obter também:

0 = 2narctgi = 2narctg%. (3.73)
2n 2n

Neste caso, o intervalo de validade da parametrizagdo passa a ser 0 < 6 < n7, 0 que
nos permite expandir de forma significativa o intervalo de validade da parametrizagao.
E possivel também concluir que:

limz = lima, = 6. (3.74)

n—oo n—0o0

Os coeficientes a € b que aparecem na expressao (3.69) podem ser escritos sob a

forma:

b = senv = 4dnzg = 4na,g e

‘ ‘ ‘ (3.75)
a=cost? =(4n* — 2’ )g = (4n’ — ) g,
onde a nova variavel g ¢ fornecida pela expressao:
1 1

= — s = o 3.76

9= 4 +2*  An* + o’ (3.76)
De posse destes novos parametros, a expressao de @), resulta em:

Q =1+14n X—I—LXQ)—I—I—LL—TLX%—LX?) (3.77)

" g 2n N an® + 1’ 2n ’ '
ou, utilizando a nota¢ao «,, para representar o parametro generalizado de Rodrigues:
Q —I+4n (An+iA?)—I+4—n(A7 +i42) (3.78)

" J 2n" ") A’ +a2\" " 2n ") '

onde A, representa o tensor antissimétrico cujo vetor axial é¢ «,, .

A Tabela 3.1 apresenta valores calculados para ¢!, @ e b em funcdo do valor n .
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Tabela 3.1 - Valores de g_l, a e b em fungdo do valor de n

n g ! a b

1 4+ 2° (4—2*)g  4zg
2 16+ (16—2%)g 879
3 36+2°  (36-2")g 1229
4 64 +2°  (64—2%)g 1629
5 100 +2* (100 —2?)g 20zg
6 144 + 2> (144 —a?)g 24xyg
7 196 +2* (196 —2%)g 2879
8 256 +z° (256 —a®)g 3279

3.5.3.1 Obtencéao das poténcias do tensor das rotagdes Q

A obtengdo do tensor das rotacdes @ pode ser feita diretamente a partir do produto

1 . . -
dos n tensores Q”L ou, de forma mais expedita, utilizando os recursos decorrentes das

propriedades inerentes aos tensores envolvidos. Assim, realizando a sua decomposi¢ao

espectral, podemos representar um tensor rotagao qualquer @ na forma:

Q = PAP", (3.79)
onde:

1 0 0 e, —ee, —ie, —ee; + 1e,

A=1|0 a+1ib 0 |, P=|e, —ee, +ie, —ee, —ie | €

0 0 a — ib e, € +e el + €
2e, 2e, 2e,
0 —ee, +ie, —ee, —ie
P = 2 2 2 2 1
e + 6 e + 6
—ee, —ie, —6e, + 1€
el +e; el + €

(3.80)
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Nos tensores representados em (3.80), ¢ = ~/—1 e as variaveis e, representam as
componentes do vetor e, na base ortonormal de referéncia {e,,e,,e, }, sendo obtidos por:

e, =e e 1=123. (3.81)

A equacdo (3.79) nos permite obter poténcias do tensor rotacdo @, utilizando a
expressao:

Q" = PA"P. (3.82)

Desta forma, para obtermos uma poténcia do tensor rotagdo, necessitamos obter a
poténcia do tensor A, apenas.

Com o auxilio dos coeficientes binomiais, podemos obter:

(a +ib)' = iB;a"’k(ib)", (3.83)
onde:

B! ot 3.84
Ok (n—=E)E! (3.34)

Utilizando as variaveis auxiliares m e /, podemos escrever a equagao (3.83) na forma:

m 1
(a n lb )n _ ;B;r ( .y )r anfzrbZr + l|:§B;H] (_1 )" an—(2r+1)b2r+1 j| (385)

Em (3.85), as variaveis m e [ assumem os valores:

Para n par: m:n/2 e l=m-—1.
Para n impar: m =1 = (n — 1)/2.

Podemos escrever @ na forma:

Q=Q, =I+¢E+(1-p)E". (3.86)

Utilizando (3.85), p e ¢ assumirdo os valores:

m l
p — ;]BZ/LT (_1)7 aan'r'bZr e q — ;]B;H,l (_1)7 a717(27‘+1)b27.+1. (3.87)

A Tabela 3.2 mostra os valores assumidos por p e ¢ para valores de n entre 1e 8.

Nesta tabela, os valores de a e b sdo aqueles apresentados na Tabela 3.1.
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Tabela 3.2 — Coeficientes para determinagdo do tensor das rotagdes Q)

n p q

1 a b

2 a® — b 2ab

3 a® — 3ab’® 3a*b — b’

4 a' —6a’b* + b 4a’b — 4ab’

5 a’ —10a’b* + 5ab’ 5a'b — 10a°0* + b°

6 a® —15a'0* + 15a°b" — b° 6a’b — 20a°b* + 6ab’

7 a” —21a’b* + 35a°b" — Tab’ 7a°b — 354’0 + 21a’0’ — b’
8 a® —28a’h* + 70a'd" — 28a’b° +b°  8a’b—56a’b’ + 56a°b’ — Sab’

3.5.3.2 Vetor das velocidades angulares

No item 3.3 foi definido o tensor antissimétrico {2 = QQT , cujo vetor axial ¢ w, o

vetor das velocidades angulares. Para obtencdo da expressio de w quando do uso dos

parametros generalizados de Rodrigues, escreveremos:

QQT - (Q"IIQ’I(I,”-I) —"_ Q’II,Q"H,QV(?”-Q) + Tt + Q’I(I,H-Z)Q.’”QTL + Q’I(I,H-I)Q"H, )Q’:T -

. : . . (3.88)
=Q.0 +Q0Q" ++Q'7QQ"" +QQ.Q"
O vetor das velocidades angulares w ¢ o vetor axial de QQT . Assim, obtemos:
w = axial(QQ" ) = axial Q.Q] +Q.QQ" +-+QQQ" +
+QQ.Q)") =
= axial [ Q.Q +Q,(Q.Q/)Q + + Q" (QQ Q" + (3.89)

+Q(Q.Q1)Q ] =
=[I+Q ++Q" + Q" ]axial (Q.Q )

Assim, podemos escrever para w uma expressdo analoga aquela expressa pela

equacgao (3.22):
w=axial(QQ]) =T,z =TI¢,. (3.90)
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O tensor I, assume o valor:

b' b b' b
! _ — ! - T
FH:b—I—i-l?aX-l-aQxXZZb—I—i-lQaAn-I-angz (3.91)
a x x a 1 a

n

Q

n

Utilizando as equagdes (3.75), podemos escrever I', na forma:

T, = 4ng I+iX) = #(IJFLX) -
2n dn* + o 2n
1 in 1 (3.92)
=dng|I +—A|=——|I+—X|
" +2n ) an’ + o’ +2n )
A equagdo (3.89) nos permite obter I' a partirde I, :
r—(£@)r = (5 ang(T+5-X| =
k=1 k=1 n (3.93)

= (iQ}f’“ )4ng(I + LA" )
k=1 2n

A equacdo (3.93) nos permite obter uma expressdo geral para os coeficientes

;. \ . ~ /
necessarios a determinacdode Q, I'e I'":

4n’ 4n?
"IT g +2  4An' + o
‘ 8n’ 8n’
hh=-8&¢=—-——-- = —— 3.94
8 n g (4/['[/2 —I— :L’Q )2 (4n2 + a: )2 ( )
1., 32n? 32n?

h, = —hy = 32n°*¢* = K — = f —
R " (4n* +2*)°  (4n* +a?)

A Tabela 3.3 apresenta os coeficientes necessdrios a determinacio de @, I'e I'’, para

valoresde nde 1 a 3.
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Tabela 3.3- Coeficientes necessarios a obtengdo de @, I' e I"” para n = 1,2, 3.

n 1 2 3
g! 4+ 16 + z° 36 + 2°

h 4q 16¢ 369

hy 4g (256 — 162%) ¢* (46656 — 43202* + 362" ) ¢°
hy, 2g 128¢° 2(11664 — 2162* + 2" ) ¢°
hs 0 324° 6912¢°

hy  —dg’ —512¢° —4(42768 — 5042° + 2*) g*
hs, 0 —128¢° —41472¢4*

h 16¢° 3072g" 16 (94608 — 7922° + z* ) g’
by 0 768¢" 331776¢°

hg —8¢° —32¢° —72¢°

hy 32¢° 128¢° 288¢°

3.5.3.3 Singularidades

Na parametrizagao generalizada de Rodrigues para valores de n > 3, para 6 = 27
iremos obter:

h x> = hy x> =0, sendo z = Qntgz (3.95)
n

Em vista disso, para n > 3 em ¢ = 271 I' sera dado por

F=hl+hmhX>=(h-hlexe (3.96)

Assim, na parametrizacdo generalizada de Rodrigues, o uso de » > 3 ndo remove a
singularidade em 6 = 27 . Desta forma, o intervalo de validade das parametrizagdes de

Rodrigues pode ser resumido a seguir:
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Tabela 3.4 — Intervalo de validade das parametrizagdes de Rodrigues

n 0
1 [0,7)
> [0,277)

3.5.3.4 Obtencéo de «,, a partir de Q

Na parametrizacdo generalizada de Rodrigues, podemos extrair «,¢ «,de @

utilizando
arcsen ﬂ
a, = 2ntg - S (3.97)
Q, = axial (Skew Q) (3.98)
hl (Oé” )

A comparacdo entre as expressdes que definem os tensores @ e I' nas

parametrizacdes de Euler ((3.47) e (3.48)), Rodrigues (3.59) e Rodrigues generalizado ((3.86)
e (3.93)) demonstra a simplicidade da parametrizagdo de Rodrigues, que apresenta expressoes
mais eficientes do ponto de vista computacional que a parametrizagdo de Euler, por nao
envolver expressdes trigonométricas, as quais s@o menos eficientes em procedimentos
computacionais. O fato de a parametrizagdo de Rodrigues apresentar menor intervalo de
validade pode ser contornado com o uso das parametrizagdes generalizadas de Rodrigues, que

permitem ampliar o intervalo de validade de [0, 7) para [0,27).
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4 MODELO LAGRANGIANO TOTAL PARA ANALISE DE BARRAS
SOB NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA COM FORMULACAO DO
EQUILIBRIO USANDO O TEOREMA DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Neste capitulo sera apresentada a teoria para barras sob ndo-linearidade geométrica,
cuja formulacdo foi usada para a aplicacdo das alteracdes na parametriza¢do das rotagdes e
formas de obtencao da matriz de rigidez que se apresenta no escopo desta tese.

A teoria a ser apresentada utiliza formula¢do Lagrangiana total e ¢ consistente com os
Principios da Mecanica dos So6lidos Deforméveis. Em vista disso, as varidveis utilizadas para
o desenvolvimento das equacgdes sdo grandezas relativas a configuracdo de referéncia,
formadas por componentes dos vetores dos deslocamentos e das rotagdes.

Esta teoria foi apresentada por Pimenta [53] e desenvolvida por Pimenta et al. [60, 61,

99].
4.1 Cinematica

A hipotese cinematica fundamental desta teoria, aplicada apenas as barras retas, ¢ que
as secOes transversais ortogonais ao eixo da barra na configuragdo de referéncia permanegam
planas e indeformaveis durante o movimento. A teoria considera o efeito da distor¢ao da barra
por for¢a cortante, o alongamento por for¢a normal e as deformagdes conjugadas dos
momentos, mas nao considera o empenamento da se¢do transversal por tor¢do nem tampouco
a sua distor¢do. Cabe aqui observar que trabalhos posteriores [15, 57] apresentaram o
desenvolvimento desta teoria para a consideracdo do empenamento nao-uniforme das se¢des
transversais, mas no escopo deste trabalho estas modificagdes ndo foram consideradas. A
deducdo ¢ geometricamente exata e ¢ valida para estruturas que apresentam grandes

deformacdes, rotacoes e deslocamentos.
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S

Figura 4.1 — Descricao da barra e grandezas cinematicas fundamentais

A Figura 4.1 mostra o sistema de representacdo utilizado. Na configuragdo
indeformada, define-se uma base local ortonormal de vetores {e[, ey, e;}, com ej
coincidente com o eixo da barra. Esta barra ¢ reta e em sua posi¢do indeformada tem

comprimento /. O indice “r” sobre uma grandeza sera utilizado aqui para indicar que esta

grandeza se encontra na configuracdo de referéncia.

Os pontos da barra podem ser descritos vetorialmente por:

E=¢+a, (4.1)
onde:

¢ = (e, Ce[0)] 4.2)
descreve a posicao dos pontos do eixo e

a =z.e€, (4.3)

descreve a posicao dos demais pontos da se¢do transversal em relagdo ao eixo.

Ap6s a deformagao define-se outra base {el,eg,eg} ortonormal de vetores, chamada
de base local mével com as se¢des transversais contidas no plano {el, 62}. Da observagao da
Figura 4.1, podemos notar que z = 2({,t¢), que descreve a nova posi¢ao dos pontos do eixo

da barra, pode ser obtido por:

z=u—+¢. (4.4)
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Os pontos da barra passam a ser descritos por uma nova fungdo vetorial z = x(&,t)
dada por
T =21+ a, (4.5)
onde a = a(&,t) descreve a posi¢ao dos demais pontos da se¢do em relagdo ao eixo movel.
O vetor a ¢ dado por
a=Qa (4.6)
a’ =Qa, (4.7)
onde Q = Q(C ,t) € o tensor ortogonal das rotagdes das segdes transversais, conforme tratado
no Capitulo 3.
Podemos determinar o vetor dos deslocamentos de um ponto do eixo da barra (u)
usando a expressao:
u=2z-C(. (4.8)
O vetor dos deslocamentos dos pontos da barra pode ser expresso por
d=x—& 4.9)
A nova posi¢cao de um ponto qualquer P sera determinada por:
z=u+(¢+a. (4.10)
A velocidade de um ponto genérico da barra serd dada pela diferenciacdo de seu

deslocamento no tempo. Assim, substituindo (4.10) em (4.9), efetuando a derivagdo e

lembrando que ¢.> representa a derivada de ¢.> no tempo, se pode chegar a:

§ =u+wxa=u+(Ta)xa (4.11)
4.1.1. Deformacdes
O gradiente da transformacdo, para a deformagdo da barra, com relagdo a &, F', pode

ser avaliado a partir da diferenciacdo de (4.10) em relagdo a &.

ox Oz

=—=—Re +zx'®e,, 4.12
65 aga « 3 ( )
com (.’ representando a derivada da fun¢do em relagdo a ¢ . Utilizando o tensor:

K=Q'Q", (4.13)

onde K ¢ um tensor antissimétrico cujo vetor axial € k | € definindo convenientemente o

vetor das deformagdes 17 como sendo:
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n=z-e =u'te; —e, (4.14)

pode-se obter os equivalentes retrorrotacionados de K e 1 :

n =Q'n (4.15)

K =Q'k, (4.16)

0 que, apos alguma manipulagdo nos permite escrever:

F=Q{I+[n +(r xa)|®e}. (4.17)
Ou ainda:

F=Q{I+~,®e}=QF, (4.18)

onde se definiu o vetor das deformagdes em um ponto qualquer da se¢do transversal como:

v, =1n +K Xa'. (4.19)
Em (4.18) F"¢ o chamado gradiente da transformacdo retrorrotacionado, definido

por:

F'=1T+v Qe (4.20)
O gradiente da velocidade ¢ dado pela diferenciacdo de (4.18) no tempo, o qual

resultara em:

F=0QF +Q[n +£ xa)®e]l] (4.21)
Substituindo (4.14) em (4.15) e realizando a diferenciacdo no tempo podemos obter:

0 =Q"z'+Q"s (4.22)
Também podemos obter, pela conveniente derivacao de (4.4) em relacdo a ¢ e no

tempo:
2 = (4.23)
Sua substituicdo em (4.22), o uso das propriedades do tensor antissimétrico {2 e

alguma manipulagdo algébrica nos permitem escrever:
0 =Q" (~wxz + ) (4.24)
Em (4.24) w ¢ o vetor axial de 2, o denominado vetor das velocidades angulares,

conhecido da equagdo (3.21). Derivando (4.16) no tempo e realizando a substitui¢do das

variaveis se chega a:
£ =Q W (4.25)
Efetuando a derivacao de (4.19), obtemos:

Yy, =Q" (~wx2 +u)+ Q"W xa’ (4.26)
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De (4.24) e (4.25), ap6s alguma manipulacdo, se obtém:
n=Q" (~wxz +u)=Q" (4 + 2 x(I'a)) (4.27)
K =Q'w =Q" (Ia+TId). (4.28)

O vetor das deformagdes generalizadas da barra foi definido como:

r

n
e =\, (4.29)
K
e o vetor dos deslocamentos generalizados como
U
d — ol (4.30)
A partir de (4.29), com a substituicao de (4.27) e (4.28), pode-se escrever:
¢ = A'PY Ad, (4.31)
onde A, ¢,Y e A sio os operadores definidos por:
Q O I O Z 43
A= b= , :
O Q/ O1IO0 (432)
12 o
9¢ I O O
A=|0 I% e Y=0O I' T'| (4.33)
o I O OT

Em (4.32) Z’ ¢ o tensor antissimétrico cujo vetor axial é z’.

As deformagdes aqui consideradas nao pertencem a nenhuma familia usual de
deformacgdes, vide Pimenta [52], mas possuem a propriedade de serem invariantes perante
movimentos superpostos de corpo rigido. Assim sendo, sdo grandezas objetivas e se

prestaram ao uso na formulagdo das relagdes constitutivas.

4.2. Estética
4.2.1. Tensoes

Para a formulagdo variacional, o tensor das tensdes a ser utilizado deve ser consistente
com os Principios da Mecanica dos Solidos Deformaveis. A formulagdo proposta por Pimenta

[53] utiliza o primeiro tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff que € energeticamente conjugado
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com o gradiente das velocidades F'. Este tensor, P, é ndo-simétrico e pode ser representado

por:

P=t e, +TR®e, (4.34)
Em (4.34), T ¢ a forca superficial na secdo transversal que ¢ dada por:

T = Pey, (4.35)

e pode ser representado por
T=T,, toey, (4.36)
onde o ¢ a tensao normal na se¢do transversal e 7, sdo as tensdes de cisalhamento no plano

da secado transversal, na configura¢do deformada.

Em (4.34) t, sdo as tensdes atuantes nos planos cujas normais na configuragdo de

referéncia sdo e/, que podem ser representadas por:

t = Pe. (4.37)

4.2.2 Poténcia dos Esforc¢os Internos

A poténcia interna de uma barra ¢ dada por:

Pint -

o t—~

[P: FdAdC, (4.38)

onde A ¢ a area da secdo transversal ¢ P ¢é o primeiro tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff.

Com a substituicdo de (4.21), o integrando de (4.38) fica:

P:F=P:QF +P:Q[7 +£ xa')@e]. (4.39)
O uso de propriedades do produto escalar entre tensores e da definicdo de operador

transposto, juntamente com a definicao dos vetores:

t=Q't, =t,e, +1t,e, (4.40)

T =Q"T =r71,€ +o¢], (4.41)

[enNe)

permitem-nos reescrever a igualdade presente em (4.39) como:
P.F= (N + K xa). (4.42)
A substitui¢ao de (4.42) em (4.38) e alguma manipulagdo nos permitem escrever a

poténcia dos esfor¢os internos como

P =

int

(" +m’R7)d, (4.43)

o t—~

onde
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n' = [1T'dA="Ve + Ne; ¢ (4.44)

m’ = [(a" x7")dA= M. +Te; (4.45)
A

a "«

Cabe observar que n" ¢ m” ndo sdo as forcas ¢ momentos atuantes na segao
transversal da barra. Estes sdo:

n=[1dA=Qn" =V, + Ne, (4.46)
A

a T«

m= [(axTdA=Qm = Me, +Te,. (4.47)
A

As componentes de n e n', m e m' sdo iguais entre si, embora referidas a bases

diferentes e correspondem as forcas cortantes (V, ), a for¢ca normal (/N), aos momentos
fletores (M, ) e a0 momento torgor (') atuantes na se¢do. A vantagem de se construir uma

formulagdo com n” ¢ m" ¢é que estes ndo sdo afetados por movimentos superpostos de corpo
rigido, o que ndo acontece com n ¢ m . Eles sdo grandezas objetivas, da mesma forma que

~v", n" e k", sendo, portanto, adequadas a defini¢cdo de relagdes constitutivas.

Desta forma, podemos definir o vetor dos esfor¢os generalizados de uma secdo como:
o' = . (4.48)

Com a ajuda de (4.30) e (4.31), podemos escrever a poténcia dos esforcos internos

como

! ¢ .
P, = [0 -&d¢ = [o - A"®Y AddC. (4.49)
0 0

4.2.3. Poténcia dos Esforgos Externos

A poténcia dos esfor¢os externos em uma barra de comprimento ! é, por definigdo,

igual a
N _ .

P.=[|[t-8dC + [b-ddA|dC, (4.50)
0LC A

onde ¢ é o vetor das forcas superficiais externas atuantes no contorno “C” da secio
transversal na configuragdo deformada por unidade de area da configuracdo de referéncia e b
¢ o vetor das forcas de volume externas na configuracao deformada por unidade de volume da

configuracdo de referéncia atuantes na barra.
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A substitui¢ao de (4.11) em (4.50) e alguma manipulacdo nos permitem escrever:

)

P

ext

ot—~

[7-u+m- (Té)|dc, (4.51)

sendo que os termos 1 ¢ m que aparecem em (4.51) sdo dados por

n= [tdC + [bdA (4.52)
C A

m= [axtdC + [axbdA. (4.53)
c A

Estas expressdes caracterizam exatamente as forgas e os momentos externos atuantes
ao longo da barra, por unidade de comprimento de referéncia. O vetor dos esforgos externos

generalizados aplicados ao longo da barra g foi definido como

n

q= . 4.54
Com o auxilio de (4.30), pode-se reescrever (4.51)
¢ .

P, = [gq-ddC (4.55)
0

Cabe ressaltar, conforme enfatizado em [51], que o que ¢ energeticamente conjugado

com o vetor de rotagio o é I'"m e ndo m, o que deve ser considerado na definigdo dos

momentos externos conservativos.

4.3 Equilibrio e condig¢des de contorno

As equagdes de equilibrio do problema foram formuladas variacionalmente utilizando
o Teorema dos Trabalhos Virtuais. As variagdes das deformacdes foram definidas pela
linearizagdo consistente das deformagdes e denominadas deformagdes virtuais.

Por analogia com (4.27), (4.28) e (4.26), a linearizagdo leva a

m' =Q" (611,’ + 2/ x (Féa)), (4.56)
6" = Q" (IMéa+ T6a') e (4.57)
N =6m + 6k xa'. (4.58)

O simbolo 6(-) indica uma grandeza virtual.

As deformagdes virtuais podem ser expressas por
om"

e’ = -
oK

(4.59)
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Podemos escrever
oe" = A"PY Add. (4.60)

O trabalho virtual dos esfor¢os internos de uma barra ¢ dado por

W, = [(07 - 6e")d¢ = [(o7 - A'®Y Add)d( =

= [(n"-6n" +m" - 6K")dC, oD
L
que, com a substituicao de (4.56) e (4.57), leva a
oW, = j n-éu’ — (z' X n) (Fbax) +m - (F(Sa)/ dC. (4.62)
0
O trabalho virtual dos esfor¢os externos de uma barra ¢ dado por
W, = f(a- 6d)d¢ = [[n-6u+ m - ()i (4.63)
0 L

De posse das expressdes para os valores dos trabalhos virtuais dos esforcos internos e
externos pode ser formulado o equilibrio de uma barra com o uso do Teorema dos Trabalhos
Virtuais [53], ou seja,

SW. —6W. =0, Véd = 6d(¢)|8d(0) = 6d(¢) = o, (4.64)

int ext
onde o ¢ o vetor nulo.

Com a substituicao de (4.62) e (4.63) em (4.64), obtém-se:

ln 6u' — (2 xn)- (Déar) + m - (Féa) — - Su—m- (Féa)}d( = 0. (4.65)

o t—~

Efetuando integragdo por partes nos termos com éu’e (I'Sax)’ chega-se & seguinte
equacgao:

f[—(n’ + ﬁ) ou — (m’ +2'xn+ n_z)- (Féa)]d( =0. (4.66)

Como os deslocamentos virtuais generalizados sdo arbitrarios, para que a igualdade

em (4.66) se cumpra € necessario que sejam atendidas as seguintes condigoes:

n+n=o
(4.67)
m +2z xn+m=o.

As equagoes (4.67) sdo as equagdes locais do equilibrio da barra.

As condigdes de contorno serdo consideradas através do uso do seguinte funcional:

SW. = q* . 6d, (4.68)

int

— oW,

ext

onde
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—I —I
n n

= (4.69)

o r’m’ ﬂF

*

q

Em (4.69), n', m’ e u! sdo respectivamente os vetores forcas, momentos e

momentos modificados aplicados nas extremidades da barra.

Substituindo (4.62), (4.63) e (4.69) em (4.68), e efetuando novamente integragdo por
partes nos termos em 6u’e (I'éa) obtém-se

f[—(n' +7)-6u—(m' +2' xn+ n‘z)-(F(Sa)]dC +(n —ﬁf)-6u|f,+
L (4.70)
+(IM'm — ﬁp)&v‘ﬁ,: 0

A igualdade acima s6 se verifica se

(n—’r_z,r)~6u|é: 0 e

(4.71)
(FTm - ﬁp)éak’): 0,
que caracterizam as condi¢cdes de contorno do problema. Para que as equacdes (4.71) sejam

atendidas, devem-se ter as seguintes condi¢des de contorno naturais:

n(0) = 7" (0) n(f) = @ (¢)

(4.72)
I'"'m(0)=I"m"(0) I'm(¢{)=T"m"¢).
E as seguintes condi¢des de contorno essenciais:
w(0) = u" (0 u(l) =u" (¢
(0) (0) (£) () 473

a(0) = ' (0) a(l) = o’ ().

4.4 Equac0es constitutivas elasticas lineares

Segundo Pimenta [52], equagdes constitutivas sdo relacdes entre grandezas fisicas que
visam compatibilizar o modelo mecanico as propriedades do material. Em uma teoria
puramente mecanica, as equacdes constitutivas relacionam as tensdes atuantes em um solido
em um dado instante com o movimento do so6lido até aquele instante.

As equacgdes constitutivas devem atender a todos os principios gerais da Fisica, entre
eles os dois principios da termodindmica e em particular a trés principios: O Principio do
Determinismo, o Principio da Localidade e o Principio da Objetividade. O primeiro principio
garante que as tensdes atuantes no sélido devem ser determinadas univocamente a partir do
movimento sofrido pelo solido. O Principio da Localidade garante que as tensdes atuantes em

um ponto material de um solido dependem apenas do movimento relativo de sua vizinhanga.
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O terceiro principio, da Objetividade, ¢ o mais recente dos trés, segundo Pimenta [52], sendo
de 1960 e estabelece que uma equagao constitutiva ndo deve ser afetada por movimentos de
corpo rigido superpostos ao movimento do sélido.

Assim, para se formular equagdes constitutivas em teorias geometricamente nao-
lineares, as grandezas utilizadas devem atender a estes trés principios.

A maneira mais simples de satisfazer o Principio da Objetividade ¢ expressar um
tensor (ou vetor) de tensdes ndo afetado por movimentos de corpo rigido em fungdo de um
tensor (ou vetor) de deformagdes também ndo afetado por movimentos de corpo rigido, até
um determinado instante [15].

Duas grandezas que atendem a esses requisitos sao o segundo tensor das tensdes de
Piola-Kirchhoff, S e o tensor das deformagdoes de Green, E'.

Duas grandezas que também atendem a estes requisitos sdo os vetores € eo’,
definidos pelas equacdes (4.29) e (4.48), respectivamente. Assim, com a utilizacdo destes

vetores podemos formular uma equagdo constitutiva expressa por:

o = De’, (4.74)
onde a matriz de rigidez constitutiva D tem os seguintes componentes no sistema local da
barra
GA 0 0 0 0 -GS,
GA 0 0 0 GS,
FA ES, —ES, 0
D = EJ, —EJ, 0 (4.75)
EJ,, 0
SIM. GJ,

A expressdo da matriz de rigidez constitutiva apresentada em (4.75) ¢ valida para
qualquer eixo da se¢do transversal. Desde que as propriedades geométricas envolvidas na sua
definicdo sejam coerentemente referidas ao eixo escolhido, as tensdes, deformagdes e
deslocamentos serdo os mesmos para qualquer eixo. Quando a matriz de rigidez constitutiva ¢
calculada no centro de gravidade da secdo transversal da barra, resulta em expressdao
semelhante a apresentada em [79], excetuando-se os graus de liberdade relativos as varidveis

incluidas para consideragdo do empenamento daquela referéncia:
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GA 0 0 0 0 0
GA O 0 0 0

0

0

EA 0 0
D= BIC _EJC (4.76)
EJS 0
SIM. GJS

Maiores detalhes sobre a obtencao destas matrizes podem ser encontrados em [99].

4.5 Aplicacéo em elementos finitos

A formulacdo para andlise de barras sob ndo linearidade geométrica aqui apresentada
resulta em um sistema de equacdes diferenciais de equilibrio cuja solu¢do deve ser obtida por
métodos numéricos aproximados. Por se tratar de um método numérico largamente utilizado
na solugdo de problemas da Mecénica dos So6lidos Deformaveis foi escolhido o Método dos

Elementos Finitos [27, 100].
4.5.1 Linearizacao dos trabalhos virtuais: o operador tangente

A aplicacdo do Método dos Elementos Finitos em estruturas ndo lineares recai na
utilizagdo do método de Newton para solug¢do do sistema, o qual invariavelmente necessita da
linearizagdo das expressdes que definem o equilibrio do sistema, que pode ser realizada

através da derivada de Fréchet de

SW = 8W, — W, Véd = 6d(¢) |8d(0) = 6d(¢) = o 4.77)

int ext?

Utilizando (4.62) e (4.63), a diferenciagdo de (4.77) resulta no operador tangente dado
por

- 6M/ext) =

é . ' (4.78)
= [(7 (A"®Y Asd) + o - [ATinYA(Sd] -q- 6d]d§.

Manipulagdes algébricas permitem reescrever (4.78) na forma

5 (W) = ﬂ(DA%YAd) (A’ @Y Abd) +(GAd)- (Asd) — (Ld)- 5d] d¢. (4.79)

0
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Dentre as novas grandezas que surgem, D) ¢ a matriz dos coeficientes de rigidez

tangente da se¢do transversal e representa a parcela puramente constitutiva do operador.

on’ oOn'
oo 877"' K"
D=—= . 4.80
Oe om’ oOm’ (4-80)
on" Ok’
O tensor G caracteriza os efeitos geométricos dos esforgos internos e € simétrico.
O O Gu'a
G=|0 o G, | (4.81)
Gau,’ Gm‘ Gaa
O tensor L caracteriza os efeitos geométricos dos esforgos externos:
aa Luu LU().
=—= . 4.82
ad L().U, L(](I ( )

As submatrizes que aparecem em (4.81) e (4.82) decorrem das operagdes algébricas
realizadas para a obtencdo de D, G e L. Estas submatrizes podem ser encontradas em [60,

99] e sdo escritas como:
G, =G, =-NTI
G, =G, =V(am) (4.83)
G,=T"Z'NI-V(a,Z'n)+V(«,am)-T""MT.

Nas equagdes de definicio das submatrizes de G presentes em (4.83), Z'
N e M sio os tensores antissimétricos cujos vetores axiais sio z’, n e m, respectivamente
e os tensores V e V' sdo aqueles definidos no capitulo 3, pelas equagdes (3.34) e (3.42).

on, _o(rm)

Luu - o
Ou Ou (4.84)
o on L — 5’(F m)
ucx 8a [e70% aa

Como pode ser observado nas equagdes (4.84) o tensor L depende do tipo de
carregamento atuante sobre a barra. Para carregamentos conservativos, ou seja, nao
dependentes dos deslocamentos, os termos L,,, L, ¢ L,, se anulam sendo ndo nulo apenas
o termo L,,. Assim, mesmo para carregamentos conservativos o operador tangente

compreende uma parcela de contribuicdo decorrente do efeito das forgas externas.
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4.5.2 Formulagédo matricial

Cada n6 de um elemento possui seis graus de liberdade, trés translacdes e trés
rotagdes. Os deslocamentos d para toda a estrutura serdo obtidos através da interpolagdo dos
valores nodais. Os valores interpolados serdo introduzidos nas expressdes dos trabalhos
virtuais e suas linearizagdes, dando origem as equagdes das forcas residuais e a matriz de
rigidez tangente. Com elas resolver-se-d0 os sistemas ndo-lineares resultantes usando o
método de Newton.

Na formula¢do do Método dos Elementos Finitos, interpolam-se os deslocamentos
generalizados d das sec¢des transversais de um elemento de barra utilizando a relagao:

d = Np, (4.85)
onde N=N (§) ¢ a matriz de interpolagdo e p ¢ o vetor dos deslocamentos nodais

generalizados do elemento, dado por

Y2

p=|. (4.86)

Os valores p; representam os graus de liberdade do n6 7 e n € o nimero de nos do
elemento.

A matriz de interpolagdo IN , no caso de elementos isoparamétricos, ¢ composta pelas
fungdes de forma dos n nos, ou seja, polindmios de Lagrange [100] do tipo

(E-&)(E-&)(-&)(E-€) - (6-¢)
(& —e)&—&) (& & )6 — &) (6,-8)

As fungdes de forma do elemento de barra com n nods podem ser expressas pela

N, =57 (§) = (4.87)

equacao

n—1
N, =71, =N]1, (4.88)
onde I, € uma matriz identidade com dimensdo igual ao nimero de graus de liberdade por
no.

A matriz de interpolacdo N ¢ dada por
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N, N, ... N,
N, N, .. N,

N=|. (4.89)
N, N, ... N,

As componentes da matriz N assumem os seguintes valores para elementos de barras

de dois nos:
(&) =16 =51-9) e
1 (4.90)
N,(§) =8 () = 5(1+).
Para elementos de trés nds obtém-se:
N,(§) = () =566 - 1),
N, () =L()=(1-¢) e 4.91)

N,(§)=E(€) =5 £1+).

As coordenadas  sdao normalizadas para o intervalo [—1,+1] , no entanto, a coordenada

utilizada na barra ¢ ¢ valida no intervalo [O,E ] . Como se trata de elementos isoparamétricos, a

forma de contornar este fato € imediata. No caso de elementos com dois nos, obtém-se:

14

¢ =N, + (N, =N, (&) = 5(1 +§). (4.92)
Desta forma, o Jacobiano da transformagao de coordenadas ¢ dado por:
N.
Je :%:gmzé (4.93)
0¢ 0¢ 2

No caso do elemento de trés nos, com o nd intermedidrio em uma posi¢cdo qualquer

al,com 0 < a < ¢ obtemos:

¢ =GN, + GN, + GN; = alN, (§) + €N, (€). (4.94)
Neste caso o Jacobiano sera:
_o¢ _ JON,(§) ,ON,(§)

J. = o =af oe + £ 9 (4.95)

As derivadas dos componentes da fungdo de forma em relagdo a  serdo dadas por
8Na . 8Na%_(J )71 8Na
oc oc o VY og

De (4.85), obtém-se:

(4.96)
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6d = Nép, (4.97)
onde 6p ¢ um deslocamento virtual.

Com a utilizacao de (4.97) e (4.77), pode-se escrever:
W = Z[U - A'®Y A(Nép) — g - (N6p)ld¢ — ¢ - (Nép)y=
= [;f (AN)"Y"®" Ao — N"glic ] 8p—(N"q' Jy:6p = (4.98)
=R-6p—(N"q );6p.
Em (4.98), ¢ é o vetor dos esforgos concentrados atuantes nas extremidades do

elemento e R ¢ o vetor dos esforgos nodais residuais do elemento. A condi¢do de equilibrio

implica que:

R-6p=(N"q")6p. (4.99)
Dai decorre:
R=(N"q);
' (4.100)

o t—~

(AN) Y'®" Ao — N"qlic,

onde ¢ necessario apenas efetuar a mudanca de coordenadas nas integragdes, mediante o uso
do Jacobiano.
Define-se a matriz de rigidez tangente do elemento como sendo:

_OR

k, =—.
T ap

(4.101)

Como R ¢ conhecido de (4.100), é possivel realizar a diferenciagdo contida em

(4.101), com o que, apos alguma manipulacdo, obtém-se:
¢ T

k' = [(AN) Y'®"ADA"®Y (AN)d¢ +
0

+[(AN) G(AN)d¢ + 4.102)

l
— [ N"LNd¢
0
=k +k,—k,.
Os tensores G e¢ L que aparecem nas integrais acima sdo aqueles expressos pelas

equacoes (4.81) e (4.82), respectivamente. As parcelas kg, k; e k;, sdo chamadas de

contribui¢des constitutiva, geométrica e de carregamento na matriz de rigidez.
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4.6 Resolucéo do sistema de equacdes ndo-lineares por meio do método de Newton

Os vetores das forcas nodais residuais R e dos deslocamentos r da estrutura podem

ser obtidos em fungédo dos esfor¢os nodais residuais dos elementos, R; e dos vetores p; dos

deslocamentos nodais dos elementos através das relagoes:

R=3 A'R, (4.103)

j=1
p, =Ar, (4.104)
onde A; ¢ a matriz de conectividade que tem a fungdo de localizar os nds de um determinado

elemento na estrutura global.

Note-se que R, sendo fungdo dos R;, € fungdo de p;, devido a (4.99) e assim, como

pode ser visto em (4.104), ¢ uma fun¢do dos deslocamentos generalizados r da estrutura.
A estrutura estard em equilibrio quando a resultante dos esforgos residuais globais for
nula, isto €, se existir um campo de deslocamentos generalizados que satisfaca:
R=o0 (4.105)
A equagdo (4.105) resulta em um sistema de equacdes ndo-lineares, cuja solucao pode
ser obtida com a utilizagdo do Método de Newton. Assim, arbitra-se uma estimativa inicial

para o vetor 7 e a partir dela ter-se-a:

-1

‘9_3( )| R(r) (4.106)

T2+1 — rz - rz
or

*1 05 deslocamentos nodais generalizados da estrutura nas iteragdes i e

Sendo 7' e r'
1 + 1, respectivamente. Com o uso de algumas das expressdes anteriores, a derivada parcial

que surge em (4.106) fica:
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= or (4.107)

onde kp; € a matriz de rigidez tangente do elemento j obtida pela expressdo (4.102) ¢ Ky,

a matriz de rigidez tangente da estrutura, ambas no sistema global. Assim, (4.106) pode ser

escrita como

r =1 — (K;) R(r). (4.108)
Na resolugdo do sistema (4.108), a matriz ndo ¢ realmente invertida, mas

simplesmente fatorada, por exemplo, pelo processo de Crout, que verifica se a matriz ¢

positivo-definida. Assim, a deteccdo de um estado critico ¢ um subproduto da propria anélise

ndo-linear pelo Método de Newton.
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5 MODELO LAGRANGIANO TOTAL PARA ANALISE DE CASCAS
SOB NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA COM FORMULACAO DO
EQUILIBRIO USANDO O TEOREMA DOS TRABALHOS VIRTUAIS

O modelo apresentado a seguir foi proposto por Pimenta [54] e posteriormente
desenvolvido por Campello et al. [16, 17]. Este modelo ¢ cinematicamente exato e permite
deformagdes finitas sendo concebido em uma descri¢ao Lagrangiana pura. Ele emprega como
grandezas fundamentais o gradiente da deformacao e o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff,
impondo sobre este o estado plano de tensdes. O modelo considera as deformagdes por

cortante, mas nao admite variacdo da espessura da casca durante 0 movimento.

configuragio
deformada

e configuragio de
s referéncia

Figura 5.1 — Descricdo da casca e grandezas cinematicas fundamentais

5.1 Cinematica

O modelo foi desenvolvido para uma condi¢do de superficie de referéncia plana na

configuracdo inicial. Superficies curvas devem ser aproximadas por sequéncias de superficies
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planas. Na Figura 5.1 estdo representadas as grandezas cinemadticas fundamentais na

formulacao desenvolvida.

O plano de referéncia da casca ¢ identificado por {2 C R*. Adota-se uma base
ortonormal na configuragdo de referéncia identificada por {ej,e;,e;}, sendo que as
coordenadas nestas diregdes sdo {&, &, (}. O versor €} é normal ao plano de referéncia da
casca {2 e os versores e, estdo posicionados neste plano de referéncia.

Nesta configuragdo a posi¢do de qualquer ponto material da casca ¢ definida por um

campo vetorial £ = é(ﬁl, &,.¢) que ¢ dado por

E=(+a, (5.1)
com

¢ =¢&e, (5.2)
a'" = (e;. (5.3)

O vetor ¢ define um ponto sobre o plano médio e a’ ¢ o diretor da casca neste ponto.

(e H= [—hb,ht] ¢ a coordenada na espessura da casca, sendo que esta espessura na

configuracio de referéncia é dada por h = h* + 1'.
Na configuragdo deformada a posi¢do x de um ponto material qualquer pode ser
expressa pelo campo vetorial

=2+ a, (5.4)
onde z = zA(SQ,) descreve a posicao atual de um ponto da superficie média e a ¢ a posi¢do

atual do diretor neste ponto, obtida a partir de
a=Qa'. (5.5)

a’ll;

3

Em (5.5) @ ¢ o tensor das rotacdes. Cabe lembrar que de (5.5) resulta que |lal = |

portanto, ndo ocorre variagdo da espessura durante o movimento. Vale observar também que
a nido ¢ necessariamente normal a superficie deformada o que, segundo [16], corresponde a
hipotese classica de Reissner e Mindlin para incorporar o cisalhamento transversal, admitido
constante ao longo da secao.

Na configuragdo deformada adota-se uma base ortonormal {el, e, eg}onde e, =Qe;.

Nesta configuragdo o versor e, esta alinhado com a .
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O tensor das rotagdes () pode ser escrito em fungdo do vetor rotagdo @ por meio da
férmula de Euler, conforme [16] ou em funcdo do vetor o por meio da féormula de Rodrigues,
ou dos vetores generalizados de Rodrigues o, conforme apresentado nos capitulos 2 e 3.

Definidos z e ¢ podemos determinar o deslocamento de um ponto qualquer da
superficie de referéncia utilizando a expressao
u=2z-—C(. (5.6)

As componentes de u € o, no sistema cartesiano global constituem os seis graus de

liberdade do modelo.

O gradiente da transformacao, para a deformacao da casca, F', pode ser avaliado a
partir da diferenciacao de (5.4):

F—@®6T+%®er
os, * oa¢ 7

= <z7a + Q’aQTa) ®e +a'®e, (5.7)
=(n, +K,a)®e, +Q.
Nas equagdes acima e nas que se seguirdo, o indice a assume os valores 1 e 2.

Adotou-se para as derivadas a convengao (¢) = 0(e)/0&, e (0 = 9 (®/C.

n, ¢ K sdo entendidos como as deformagdes generalizadas das segdes transversais e
correspondem a:
Ny =2, — €, (5:8)
Com z, =e, +u, sendo obtido de (5.6) e (5.2). As componentes de 77, nas
direcdes e, representam as deformagdes de membrana, enquanto que a componente na

dire¢do e, ¢ o cisalhamento transversal.
K, =Q.Q" (5.9)

K_ sd3o tensores antissimétricos que descrevem as rotagdes especificas do diretor e

«

tém seus vetores axiais designados por k, = axial (K ) .

Pode-se demonstrar que
Kk, =Ta,, (5.10)
onde I' ¢ o tensor definido no capitulo 3 e o ¢ o pardmetro utilizado para parametrizar a
rotagdo.

De (5.8) e (5.10) podem-se obter os equivalentes retrorrotacionados de 1, ¢ K, :
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n,=Qn,=Q z,—e,

(5.11)
Kkl =Q'k, = FTa’a,
Substituindo (5.11) em (5.7) obtém-se:
F=Q[I+(n, +x,xa)®e] (5.12)
Definindo
Yo =M, + K, Xa, (5.13)
obtém-se
F=Q[I+~ ®e€] (5.14)
De (5.14) também podemos escrever
F =QF", (5.15)
onde F" ¢ o gradiente retrorrotacionado e ¢ dado por
F' =1+~,®e,. (5.16)
Da diferenciagdo de (5.14) com relagdo ao tempo se obtém o gradiente das
velocidades:
F=0F +Q(¥. ®e.), (5.17)

onde o tensor antissimétrico {2 = QQT representa a velocidade angular do vetor diretor e seu

vetor axial ¢ w = axial (§2) e ¢ dado por

w=Ta. (5.18)
Para a obtencdo do gradiente das velocidades F a partir de (5.17) € necessario

conhecer as derivadas 7/, . A partir de (5.13) pode-se escrever

v, =n, +K,xa'. (5.19)
Em (5.19) i, e K] podem ser obtidos pela diferenciacdo no tempo de (5.11). De

(5.11), obtém-se:

i, =Q" (v, + Z,Téa), (5.20)

onde Z € o tensor antissimétrico cujo vetor axial € z,,.
A obtengdo de K, requer o uso de propriedades dos tensores envolvidos e alguma

manipulagdo algébrica, chegando-se afinal a:

K, =Q"(I,&+TId,). (5.21)

A derivada do tensor I' pode ser obtida a partir das expressdes apresentadas no

capitulo 3.
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5.2 Estatica

Sejam P ¢ P" o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff e seu equivalente

retrorrotacionado. Eles estdo relacionados pela equacgao:

P =QFP, (5.22)
onde,
P =1 ®e. (5.23)

r

Os vetores-coluna 7 sdo as tensdes retrorrotacionadas por unidade de éarea da
configuracdo de referéncia que atuam nos planos cujas normais sdo e; . Na configuracido
deformada seus equivalentes sdo 7, = Q7;. Assumindo a hipdtese de estado plano de

tensdes esses vetores passam a ser designados por 7, e T,, respectivamente.

Os tensores P e F' sdo energeticamente conjugados e a poténcia dos esfor¢os internos

por unidade de volume de referéncia vale:
P:F=[Q(#'®e))|:[2F + Q(¥'®e,)]
=P :QF +(7'®e)): (¥ ®e) (5.24)

Nesta deducdo foi utilizada a propriedade PF” : 2 = 0. Em virtude da hipotese do

diretor com magnitude constante, ndo ha poténcia associada a 7;. Com a substituicdo de

(5.19) em (5.24) obtém-se

o

P:F=7/0/+(a x%) K. (5.25)

Integrando esta expressao ao longo da espessura obtém-se:

[P:Fd(=n] -0 +m -k, (5.26)

H

onde

n = [Fd¢ em. = [a" xF.d( (5.27)
H H

representam as forgas generalizadas retrorrotacionadas que atuam na secdo transversal de
normal e/ por unidade de comprimento da configuragio de referéncia e seus correspondentes

momentos generalizados. Os esforgos atuantes nas segdes transversais deformadas sao:

n,=Qn, e m,=Qm. (5.28)
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Os vetores 7., 7., v., n., m,, . e K, preenchem os requisitos de objetividade,

. ~ ~ . 14 . A T
pois ndo sao afetados por movimentos superpostos de corpo rigido. Eles tém na base {ei } as

mesmas componentes que T, 7., Y., %,, M,, 1, ¢ K, nabase {e,}.

As grandezas atuantes na se¢do transversal foram agrupadas nos trés vetores abaixo:

o, € U
T T
o = e = e d=
r|? T ol’
o, €
onde
T T
r n(), nll
o.a = r|? 6(} = r
(o3 K(X

A equacgdo (5.26) pode ser reescrita como

[P:Fd{=0"-¢
H

e a derivada temporal €" ¢ dada por

i) Q" (v, + 2 I'a)
e R |@ (T'a + Te,)
" Tlel T e (, + Z,T6)|
Ro] Q" (Ty&+ Tev,)
A equacgdo (5.32) pode ser reescrita na forma compacta
¢ = A'PY Ad,

onde foram introduzidos os operadores

Q 0 OO
0O Q 0O
A= ,
O 0 Q O
0O 0 0 Q
¢1 OG><9 I O Z’a
@I @:
o, & "% lor o/
2 o
o€,
A )
A= ,comA =] O I—| e
A, o€,
o I

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)
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I O O
yo| b O Y=o r r 5.37
Tlo,, v, | T T (537)
O O
Utilizando (5.31) podemos obter a poténcia dos esfor¢os internos:
P.=[[P: Fdcdn = [o"-€dR = [o - A'®Y Adds. (5.38)
N H N n
A Poténcia dos esforgos externos sera obtida pela expressao:
P.=[|t-a&+t" -2 +f5-a':d<]drz, (5.39)
N H

onde t'e t’sdo os vetores das forgas externas distribuidas que atuam nas superficies

superior e inferior da casca por unidade de 4rea da configuragdo de referéncia e b ¢ o vetor

das forgas externas distribuidas no volume de referéncia. @ ¢ obtido a partir da diferenciagdo

de (5.4):

T=u+wxa. (5.40)
Podemos observar que &' =u+4+wxa' ez’ =4+ wxa’. Substituindo

sucessivamente (5.18) em (5.40) e esta em (5.39), obtém-se:

Py = [(A-d+T"m-&)ds, (5.41)
2

onde n e m sdo, respectivamente, as resultantes externas de forcas € momentos por unidade

de area da configuragdo de referéncia, podendo ser obtidas por:

n=t'+t' + [bd( e
H

B B _ (5.42)
m=a'xt'+a'" xt'+ [axbdC.
H

Podemos reescrever (5.41) na forma:
P, =[gq-ddo, (5.43)

N
onde foi definido:

n n
q= =|_|. 5.44

Vale enfatizar aqui, aquilo que ja foi mencionado no capitulo 4 com relagdo ao vetor
p = I'"'m : obtido a partir de (5.41) ele serd aqui identificado como pseudomomento externo
distribuido, em oposi¢do aos momentos externos atuantes m . Trata-se de p que estd

energeticamente conjugado com os parametros de rotagdo « e ndo m como seria esperado.
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Como consequéncia disso, os momentos externos contribuem com a parcela geométrica do

operador tangente.
5.3 Equilibrio

Na formulacao das equacdes de equilibrio foi utilizado o método variacional através
do Principio dos Trabalhos Virtuais.

Admite-se que os campos u ¢ « satisfazem as condi¢des de contorno essenciais na
fronteira do plano médio da casca. Sobre o plano 2 C R* da configuragio de referéncia,
definiu-se um campo de deslocamentos virtuais du ¢ um campo de rotagdes virtuais da, com
os quais foi construido o vetor 6d = [6u ba]" .

O trabalho virtual dos esfor¢os internos pode ser obtido com o uso da mesma

metodologia adotada para obtengao de (5.38):

Wy = [0 -6e’d2 = [0 - A"®Y AdddS2, (5.45)
? n

onde

se" = ATPY Aéd. (5.46)

O trabalho virtual dos esfor¢cos externos pode ser obtido com o uso da mesma

metodologia adotada para obtengao de (5.41):
W, = [q-6dds2. (5.47)
(%)

O equilibrio estatico da casca com condi¢gdes de contorno essenciais nas fronteiras

pode ser formulado na forma fraca por meio do teorema dos trabalhos virtuais:

oW = 6W,, — 6W.

int ext

=0, Véd|6d=0 em I, (5.48)
sendo I a fronteira de (2. Substituindo (5.45) ¢ (5.47) em (5.48) obtém-se
W = [o"-6e"d2 — [q-6ddf?

n n

= [|n. - Q" (8u, + Z,T6a) + m - Q" (T 60 + Tdex,, )if2 + (5.49)
02
— [(7-6u+T"m-sa)d2 = 0.

N

Realizando integragdo por partes nos termos com du, e (I'bcx) a partir do lema

fundamental do célculo variacional sdo obtidas as equacdes locais de equilibrio:

n +n=o0c¢e

o0

_ (5.50)
m,,+z,Xn, +m=o.

o,
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Em (5.48) 6W pode ser entendido como um funcional dos campos de déd, sendo

linear para 6d. A derivada de Gateaux em d, segundo uma variagio admissivel & d
pertencente ao mesmo espago de 6d, apds alguma manipulagdo algébrica resulta no operador
tangente:
8 (6W) = [(A'®Y Asd)- (DA BY Ab'd)dS2 +
! * * (5.51)
+ [(Add)- (GAS'd)d2 — [(5d- L8 d)ds.
0 n
Dentre os novos tensores que surgem, D representa a parcela puramente constitutiva

do operador tangente.

on, On/ On; On/
on, Ok om; Ok,
om; Om; O0m; Om,
r on, Ok, O0n, Ok,
Oe" on, 0On, On, On,
om, x| om, 0w
om, O0m, Om, Om,
on, Ok om Ok
Para completa defini¢do de D, em [16], Campello introduz os tensores tangentes
o, = 0T (5.53)
| 875
e com a ajuda das derivadas
v, o~y
— 5.0 1= —§ A", 5.54
L (5.54)

onde 6,3 € o simbolo de Kronecker ¢ A" ¢ o tensor antissimétrico cujo vetor axial é a, as

submatrizes de D podem ser computadas conforme abaixo:

ang T a'n’(: AT AT
on’ = fcaﬁdC7 8RT = _f Ca'ﬁA dC?
T ’ " (5.55)
om. - om/ - '
(6% — AT T (0% - _ AT T AT .
o { Cryd¢ e 5 ?[ Cr A7d¢

O tensor G caracteriza os efeitos geométricos dos esfor¢os internos e ¢ sempre
simétrico, mesmo para campos © € o que ndo correspondem ao equilibrio. Suas submatrizes

foram apresentadas pela primeira vez em [54], onde podem ser obtidas.
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0 o G)°
Gl 09><9 o'

G = 0,, G ,com G, =| O o G;°| (5.56)
G;{U G[(;l’(! G[(;Y(Y

O tensor L caracteriza os efeitos geométricos dos esforcos externos no operador

tangente e suas submatrizes sdo dependentes do carater dos esforgos externos.

on on
0q |du O«
L === . 5.57
od "~ |op op 7
ou OJa

O operador tangente (5.51) € uma forma bilinear de 6d e §'d. Para que este operador
seja simétrico é necessario que D = DT e L = L'. A primeira igualdade ¢ verdadeira
sempre que a lei constitutiva presumir a existéncia de um potencial, o que ocorre no caso de
materiais hipereldsticos ou elastoplasticos com leis associativas. A segunda igualdade ¢

verdadeira se o carregamento externo for localmente conservativo.
5.4 Equacdao constitutiva

Embora o modelo de casca aqui descrito tenha uma formulagdo geral que se aplica a
qualquer tipo de equagdo constitutiva, na implementacdo realizada trabalhou-se apenas com o
material elastico isétropo neo-Hookiano, portanto € este tipo de equagdo constitutiva que se
abordara aqui. Segundo [16], este modelo foi sugerido por Ciarlet, sendo, entretanto,
geralmente atribuido a Simo e Hughes.

Este material tem sua energia de deformagao definida por:
W(L,Jyzlﬂ,l(Jz—Q-dnJ +1¢41f-3—2hL1) (5.58)
2 |2 2

A deducdo completa pode ser encontrada em [16]. A imposi¢cdo do estado plano de

tensdes permite obter:

2 A+2
(1"‘7/33) Zﬁ, (5.59)

o que significa que a deformacao ys3 da espessura ¢ dada por

A+2u
Vi V1J2+2y (5.60)

As tensoes retrorrotacionadas de Piola-Kirchhoff sdo fornecidas por:
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7;:{%A(J2-1)—y%g;+yf; (5.61)

e as tensdes 7, sdo fornecidas pela expressdo:

7o=0(7) g, +uf] (5.62)
onde
¢(7)z[%ﬂ(]2—1)—y}%:—y%. (5.63)

A condi¢do de tensdo normal nula na direcdo da espessura possibilita obter uma
equagdo ndo linear em y,;. Pode-se encontrar para esta deformacdo um valor que permite que

ela seja eliminada de forma consistente da cinemadtica da casca, o que conduz a obtencao dos

tensores tangentes:

~r r 1 r r
C;=C, _c_’ca ®cy (5.64)
onde:
"= 87'? - o7, _ 81'3i e o= 0T, (5.65)
87//3 Oysys 07, 0Y33

Conhecendo 77, por (5.61) é possivel computar as grandezas de (5.65) com as quais

se obtém os tensores tangentes C s Por meio de (5.64).

5.5 Aplicagio em elementos finitos

E=Y
o3 (%3,Y3)
oD
A
6e A, !
Aq °* 2 (X%Ys)
L ]
4
[
1
(XuY0)
glz X

Figura 5.2 — Elemento triangular de seis nos
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O elemento de casca que foi utilizado para a aplicagao das parametrizagdes para as
rotacdes propostas nesta tese foi o elemento denominado T6-3i apresentado em [17]. Este
elemento tem forma triangular e possui seis nds, dos quais trés situados nos vértices do
triangulo e trés situados nos pontos médios dos lados do triangulo. Os nos situados nos lados
possuem seis graus de liberdade, sendo trés graus de liberdade de translagdo e trés graus de
liberdade de rotagdo. Os nos situados nos vértices possuem apenas os graus de liberdade
relativos a translagdo. Conforme enfatizado por Campello [16], a auséncia dos graus de
liberdade relativos a rotagdo nos vértices faz com que o elemento T6-3i seja incompativel em
relacdo ao campo de rotagdes. Entretanto, como em sua constru¢do nao foi utilizado nenhum
outro recurso do Método dos Elementos Finitos, como interpolacdo mista ou hibrida dos
campos de tensdo e deformagdo, ele ¢ um elemento puro de deslocamentos, dai decorrendo
que tem garantidas todas as propriedades de convergéncia e estabilidade. O travamento
numérico ndo ¢ observado, pois a incompatibilidade de « e a interpolacao quadratica de u o
tornam suficientemente flexivel.

A numeragdo dos nos ¢ feita conforme indicado na figura 5.2. Assim, os vetores dos

graus de liberdade p;, (7 = 1,...,6) do n6 ¢ sdo definidos por:

u,
p, =u, sei=123 ou p, :{a} se i = 4,5,6. (5.66)

A interpolacdo de w no interior do elemento foi feita usando fung¢des quadraticas
completas e a ¢ interpolado linearmente a partir dos trés nos intermedidrios.
O vetor que agrupa os graus de liberdade do elemento é:

D,

b,
P=1:71 (5.67)

P
assim, os campos de deslocamentos e de rotacdes em seu interior sdo obtidos por:
d = Np, (5.68)

N ¢é a matriz de interpolacdo, cuja obtengdo pode ser encontrada em [16] e que apresenta a

configuragao:

NI NJI NI NI O NI O NI O
N = . 5.69
O O O O NI O NI 0O NI (569)
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Substituindo (5.68) nas expressdes dos trabalhos virtuais obtém-se o vetor dos

esfor¢os nodais desbalanceados:

F = fm

com {2, representando o dominio do elemento. Da diferenciagao de (5.70) em relagdo a p

(A BYAN) o — NTa]dQ, (5.70)

obtém-se a matriz de rigidez:

K, = fp

Como ndo existe nenhuma rigidez associada a rota¢do do diretor em torno do seu

(ATQSYAN)T D(A'®Y AN)+(AN) G(AN) - NTLN}dQ. (5.71)

préprio eixo, o que ¢ tipico dos modelos de cascas, foi adotado localmente na equagdo
constitutiva um valor ficticio Ek’ (E ¢ o modulo de elasticidade do material e / é a espessura
da casca) somente para evitar que K. resulte singular. Este valor, da mesma ordem de
grandeza da rigidez a flexdo, garante o bom condicionamento das matrizes, segundo
Chroscielewski, apud [16].

O vetor dos esforcos desbalanceados e a matriz de rigidez sdo calculados com trés
pontos de integragdo sobre €., situados nos meios dos lados e coincidentes com os nds 4, 5 e
6. Segundo [16] este esquema foi proposto por Cowper e permite a integracdo de fungdes
quadraticas completas de maneira exata em um dominio triangular. A integracdo ao longo da

espessura ¢ feita com trés pontos de Gauss [84].
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6 MODELOS LAGRANGIANOS TOTAIS PARA ANALISE DE BARRAS
E CASCAS SOB NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA COM
FORMULACAO DO EQULIBRIO USANDO O TEOREMA DAS
POTENCIAS VIRTUAIS

Os modelos de barras e cascas apresentados nos capitulos anteriores tiveram suas
formas fracas construidas a partir do Teorema dos Trabalhos Virtuais. Com o objetivo de
melhor avaliar o desempenho das varias parametrizacdes das rotagdes estudadas, quando da
aplicagdo com diferentes tipos de matrizes de rigidez e formulagdes cinematicas, utilizou-se
também o Teorema das Poténcias Virtuais para construir as formas fracas do equilibrio.

Em [59] foi apresentado um algoritmo desenvolvido para analise dinamica que
constréi a forma fraca com a projecao nao-ortogonal correspondente a aplicacao do Teorema
das Poténcias Virtuais, em um modelo do tipo Lagrangiano atualizado, utilizando a
parametrizacdo de Rodrigues para tratamento das rotacdes. A formulacdo aqui apresentada se
distingue daquela por compreender apenas as barras e cascas em um regime de solicitagdes

quase estatico em uma formulacao cinematica Lagrangiana total.
6.1 Modelo de barras
6.1.1 Cinematica

O modelo admitido para andlise de barras foi aquele proposto por Pimenta [53] e ja
apresentado no capitulo 4. A hipotese cinemadtica fundamental ¢ que as seg¢des transversais
ortogonais ao eixo da barra na configuracio de referéncia permanecam planas e
indeformaveis durante o movimento.

A Figura 6.1 mostra o sistema de representagdo utilizado. Como ja mencionado
anteriormente, quando da apresentacdo do modelo no Capitulo 4, os pontos da barra podem
ser descritos vetorialmente por:

E=(C+a, (6.1)

onde
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¢ =<e;, C€[0], (6.2)
descreve a posi¢ao dos pontos do eixo e
a = waea’ (63)

descreve a posicao dos demais pontos da se¢do transversal em relacdo ao eixo.

4

Figura 6.1 — Descrigdo da barra e grandezas cinematicas fundamentais

Ap6s a deformagdo, z = 2({,t) que descreve a nova posi¢ao dos pontos do eixo da
barra, sera obtido por:
z=u—+¢. (6.4)
Os demais pontos da barra serdo descritos por uma nova fungdo vetorial = = &(§,t)
dada por
T =2z+a, (6.5)
onde a = a(&,t) descreve a posi¢do dos demais pontos da secdo em relagdo ao eixo movel e
¢ obtido por:
a = Qa’, sendo que
(6.6)
a =Q"a.
O vetor dos deslocamentos de um ponto do eixo da barra (u) sera determinado por:
u=2z-C(. (6.7)

O vetor dos deslocamentos dos pontos da barra situados fora do eixo serd expresso por
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d=x—& (6.8)
A velocidade de um ponto qualquer da barra serd dada pela diferenciacdo de seu

deslocamento no tempo. Assim, de (6.8) se obtém:

0=(z—¢)=2d (6.9)

=u + {2a.

onde, {2 ¢ definido por

N =0Qq". (6.10)
Como {2 tem por vetor axial w, o vetor das velocidades angulares, 5 pode ser

escrito como

§ =u+wxa (6.11)
Da equacio (3.22), sabemos que

w = Tc. (6.12)
Logo, a velocidade de um ponto da barra pode ser expressa também por:

& =a+(I'a)xa. (6.13)
Identificaremos por F'o gradiente da transformacgao, para a deformagao da barra, com

relagdo a &, o qual serd avaliado pela diferenciacao de (6.5) em relacdo a &.

F:g—z:g—z®e;+x'®eg (6.14)
Efetuando as diferenciagdes acima, obtemos:

oz 9d(z+a) 0(Qa’)
oc  8E. B¢

@ @ «

z'=2z+a'=2+Q'a =2'+Q'Q"a. (6.16)

= Qe =e, (6.15)

Utilizando a definigao de:

K=Q'Q", (6.17)
onde K ¢ um tensor antissimétrico cujo vetor axial ¢ Kk e fazendo uso do vetor das
deformagdes 1 dado por:
n=z'-e =u'+e; —e, (6.18)
podemos, utilizando as varidveis definidas pelas equacdes (6.17) e (6.18), apds alguma
manipulagdo algébrica obter o gradiente da transformagdo na forma expressa pela equacao
(6.19):

F=Q+(n+Krxa)Re,. (6.19)

Fazendo uso dos vetores:
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n =Q'n e ©20)
kK =Q"k,

podemos reescrever (6.19) como:

F=Q{I+[n +(r xa)|®e}. (6.21)

Definindo 3 como o vetor das deformagdes em um ponto qualquer da secdo

transversal, a ser expresso por:

vs=m +K Xxa, (6.22)
podemos reescrever (6.21) como:

F=Q{I+~,®e}=QF (6.23)
F'=1++ ®e,. (6.24)

Em (6.24), F" ¢ chamado gradiente da transformagao retrorrotacionado.
O gradiente da velocidade ¢ dado pela diferenciacdo de (6.23) no tempo e sera

€Xpresso por:

F=QQ QI+~ ®e)+Q(¥; ®e), (6.25)

o qual, apds alguma manipulagdo pode ser escrito:

F=0QF +Q[n +£ xa)®e)l] (6.26)
Mas,

" =Qn=Q"(z'-e)=Q"2'- Q'e, = Q"z'- Q"e}. (6.27)
Sua derivada em relacao ao tempo sera dada por:

0 =Q" (~wxz +4). (6.28)

A derivada de k' serd obtida da derivagdo de (6.20), no tempo, a qual fornece:
£ =0Q"k +Q"k. (6.29)
Com o uso das variaveis envolvidas, bem como de suas derivadas, pode-se obter,

finalmente, para K" a expressao:
K =Q'w =Q" (I'a+TId). (6.30)

O vetor das deformagdes generalizadas da barra foi definido como:

r

n

T

K

r

e = (6.31)

e o vetor dos deslocamentos generalizados como
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u
d— ol (6.32)
A partir de (6.31), com a substituicao de (6.28) e (6.30), pode-se escrever:
& = A'®Y Ad, (6.33)
onde A, ¢,Y e A sio os operadores definidos por:
Q O I 07
A= b= , 6.34
O Q O 1O (6.34)
12 o
a¢ I OO
A=|0 Iai e Y=|0 I' T (6.35)
o I O OT

Em (6.34) Z' é o tensor antissimétrico cujo vetor axial é z’. Nesta formulacio é

interessante trabalhar também com um vetor que inclua as velocidades v, o qual serd definido

por:
U
v=140 (6.36)
o qual esta relacionado com o vetor d, pela relagdo:
Av = Y Ad. (6.37)

6.1.2. Estatica
6.1.2.1 Tensodes

Como na formulagdo utilizando o Teorema dos Trabalhos Virtuais, também aqui se
utilizou o primeiro tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff que ¢ energeticamente conjugado
com o gradiente das velocidades F'. Este tensor, P, é ndo-simétrico e pode ser representado
por:

P=t ®e, +T®e (6.38)

A integragdo de 7 na area da secdo transversal na configuracao de referéncia fornece

as for¢cas e momentos internos atuantes na secao transversal:
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n=[7dA e
A
6.39
m = [(axT)dA. (639
A
Seus equivalentes retrorrotacionados sao:
n=Q'n=[71dA e
A (6.40)

m =Q"m = [(a" x 1" A

Desta forma, podemos definir o vetor dos esforgos generalizados atuantes em uma

secao como:
n
o= (6.41)

e o vetor dos esfor¢os generalizados de uma secdo, relativos a configuragdo de referéncia,

como:
n'

o' =| , (6.42)
m
De (6.42), com o auxilio de (6.34); e (6.40) temos que:

o' =Alo ¢ o0 =Ao". (6.43)

6.1.2.2 Poténcia dos Esforgos Internos

Como ja foi visto no capitulo 4, na equacdo (4.38), a poténcia interna de uma barra ¢é

dada por:

l

B, = [[P:FdAdC, (6.44)
0 A

onde A ¢ a area da se¢do transversal ¢ P ¢ o primeiro tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff.

Com a substituicao de (6.26), o integrando de (6.44) fica:

P:F=P:QF+P:Q[n +£ xa')®ej| (6.45)
Mas,
P:QF = PF" : Q. (6.46)

Como PF" é simétrico,
PF" : 2 =0. (6.47)
Com o auxilio da defini¢ao de operador transposto, a partir de (6.45) obtemos

P:F=P:Q[nf +£ xa)®e|=Q"P:[(7 +£ xa")® €] (6.48)
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P:F=(Q'7).(n +& xa). (6.49)
A partir da expressdo acima puderam ser definidos os vetores:

t=Q't, =t,e, +t,e, (6.50)

T =Q"T =1, +o0e;. (6.51)

A igualdade de (6.49) pode ser escrita
P.F=1".(0 +K xa’). (6.52)
Substituindo (6.52) em (6.44), apds algumas manipulagdes a expressdo da poténcia

dos esforgos internos resulta

P =

nt

(n" 4y +m &) dC. (6.53)

o t—~

Com a ajuda de (6.31), (6.42) e (6.33), podemos escrever a poténcia dos esforcos

internos como
¢ ¢ )
P, = fo” -e'd( = fo” -ATdiYAddC.
0 0

(6.54)
6.1.2.3. Poténcia dos Esforcos Externos

Conforme visto em (4.50), a poténcia dos esforcos externos em uma barra de

comprimento ! sera dada por

Pext =

o t—

[T-8dC + [b-8dA|dc, (6.55)
C A

sendo que t ¢ o vetor das forcas superficiais externas atuantes no contorno “C” da se¢do

transversal na configuragdo deformada por unidade de 4rea da configuracdo de referéncia e b
¢ o vetor das forcas de volume externas na configuragdo deformada por unidade de volume da
configuracdo de referéncia atuantes na barra.

Substituindo (6.11) em (6.55), apos algumas manipulacdes, obtém-se
l

P.=[|/n -u+m-(Ta)|dC (6.56)
0LC

Os termos 1 € m que aparecem acima sao dados por
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n = [tdC + [bdA
¢ 4 (6.57)

m

faxde—Ffaxl_)dA.
C A

e caracterizam as forcas e momentos externos atuantes ao longo da barra, por unidade de
comprimento de referéncia. Com eles ¢ definido o vetor dos esfor¢os generalizados externos

atuantes ao longo da barra:

n
o =

- (6.58)

Utilizando o vetor v, definido em (6.36) ¢ possivel reescrever (6.56) de forma

compacta como:

P, = [(5-v)f. (6.59)

A equagdo (6.59) trata das forgas externas distribuidas ao longo da barra. As forcas

aplicadas na extremidade também podem ser incluidas, como em [59], através da

considera¢do do vetor & , definido como:

’I_I,F

ol = b (6.60)
m

onde 7’ representa as forcas externas concentradas e m! os momentos externos

concentrados atuantes nas extremidades da barra. Neste caso obteremos para P

ext

a expressao:

P, = f(&-v)d(2+5r-vr. (6.61)
(0}

6.1.3 Equilibrio e condicdes de contorno

O equilibrio de um s6lido deformavel pode ser estabelecido a partir das Leis de Euler.
Se este solido estd em um processo quase estatico, temos:
f* =0 e m™ =o, (6.62)
onde f' representa a resultante das for¢as externas ¢ m™' a resultante dos momentos

externos. De posse dos esforgos externos definidos por (6.57) e (6.60), podemos escrever:

fou = [ado (@), o ¢
9]
(6.63)
Xt :f(zxﬁ_|_'rﬁ)d9+(z><ﬁf)|
9]

L (m)], = .

A integracao por partes de n e m, definidos em (6.39), na se¢do transversal fornece:
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fn’dQ = (n)|, fm’dQ = (m)|, e
0 0

(6.64)
f(z><n>’d(2:f(z’xn+z><n’)d(2:(z><n)|F,
0 0
0 que nos permite escrever:
J 72—l =0, [m'a2—(m)|.=0 ¢
© @ (6.65)
f(z’xn—kzxn’)dﬂ—(zxn)b = 0.
Q
Adicionando (6.65) em (6.63), temos:
[(n'+7)d2+(7" —n)[, =0 e
[7;
[l(zx(n'+ )+ (m + 2/ xn+m))]d2 (6.66)
0
e (@ )]+ (A —m)], = o
A partir de (6.66) podemos concluir que:
n'+7 =0 em 2
ml=n eml (6.67)
m' +z2'xn+m=o0 em 2
m’ =m emI.

As equacdes (6.67); e (6.67); sdo as equagdes locais do equilibrio da barra, conforme
obtidas anteriormente nas equacdes (4.67). As equagdes (6.67), e (6.67)s constituem as
condi¢des de contorno naturais do problema.

O Teorema das Poténcias afirma que, a cada instante, em um sélido deformavel ¢é
valida a igualdade
Poy = P + T. (6.68)

Em um processo quase estatico, a energia cinética e sua variagdo podem ser
desprezadas. Neste caso, tem-se
Fext = Bt (6.69)

De maneira analoga, o Teorema das Poténcias Virtuais nos permite formular o

equilibrio de uma barra como:

§P. — 8P =0, Yév. (6.70)

int ext
Para o modelo de barras, de posse das expressdes (6.53) e (6.56), que fornecem os

valores das poténcias dos esforcos internos e externos, bem como das expressdes (6.28) e
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(6.30), que fornecem os valores de 77" e K", por analogia, podemos obter as expressdes das

poténcias virtuais dos esforgos internos e externos:

5P, = [(n' .60 +m’ 6k")d02 =
e 6.71)

(n. (5u’ + 2’ x 6w) + m.éw') ds?

D—  RY—

(7~ 6% + 1M - Sw)ds2. (6.72)

De posse destas expressoes, podemos formular o equilibrio de uma barra usando o
Teorema das Poténcias Virtuais:
6P = [ [n- (80 + 2/ x bw) — A~ 6ufde2 +
° (6.73)
+ fn[m-&a' — M- Swld = 0, Vou, sw.
A forma fraca das equagdes de equilibrio pode ser escrita de uma forma mais

compacta como:

5P = L (o- @AY — & 6v)2 = 0, Vsv. (6.74)
A inclusdo dos esforgos atuantes nas extremidades da barra nos conduziria a:
p— . —_— _ . —_— _F . P
5P = fg (0 PASY— & 6v)iR2 — (& 6v)‘r — 0, V6. (6.75)
Utilizando a equacdo (6.43),, podemos reescrever (6.75) como:
. r T — I o
5P = fg(a A DAY~ 5 bv)2 — (7 ~6v)‘F — 0, Vév (6.76)
ou
5P = f! Z(QTAUT - Adv — & - )2 — (5f : 6’0)‘F =0, Vév. (6.77)

Em (6.76) e (6.77), os tensores A e ¢ sdo aqueles fornecidos por (6.34) e o operador
A ¢ aquele fornecido por (6.35);.

O operador tangente das equagdes de equilibrio serd dado pela derivada de Fréchet de
(6.77), a qual pode ser obtida por derivagdo em relacdo a um escalar qualquer, por exemplo, o

tempo. Assim, teremos:
5 T ; T = (=T . .
5P = fg[qs A" - Abv— & 51;]4(2 (& 6v)‘F — 0, (6.78)

onde
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3-6’022—2&(5’0: Ld-&v,
> (6.79)
ol Sv= Ud d-sv=1IL'd 6v e
S Ao =P A" + P AT (6.80)
sendo que,
SN =DTA ‘Z)”T e"=dTAD'ATPAd ¢ (6.81)
g
(87A)o" = (8"A+3"A)o". (6.82)
Temos que:
. Q@ O 0o O 7
A= e ®= . (6.83)
o Q O 0O
Logo,
o Q
(qiT A) _lo o . (6.84)
0 -(z2'Q+2'q)
Substituindo (6.84) em (6.82) vamos obter
(0] Q Qn’
(®#"A)0” =|Q o o = Qm’ (6.85)
0 -(2'Q+7Q) —(2'Q+2'Q)n’
Mas,
Q = NQ. (6.86)
Assim, obtemos:
. QQn" O2n
<¢TA)0'T - QQm’ - Qm (6.87)

—(Z’QQnT+Z’QnT) —(Z'Qn+Z’n)
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wXn —_1n Xw

(tﬁTA)O'T = wxXm = —m X w =

2 x(wxn)—2' xn nxu +Z' (nxw)
—Nw

= —Mw ,

Nu'+ Z'Nw

(6.88)

onde Ne M sdo os tensores antissimétricos cujos vetores axiais sdo m e m,
respectivamente. Substituindo (6.12) em (6.88), obtemos:
. —NT'a
<¢TA>0'T =| -—MIa |=GAd, (6.89)
Nu' + Z'NT'a

Com G sendo definido como:

O O —-NT
G=|0 O —MT)|. (6.90)
N O Z'Nr

Com a substituicdo em (6.78) de (6.79), (6.81) e (6.89), esta assume a forma:

5P = L 2[(@TADAT¢YAd) - Adv + (GAd)- Aév]d(z +

. o (6.91)
—fn[(Ld) - 5v]drz ~(L"-d)- 6’0‘F
e, por similaridade, podemos obter:
§(6P) = STADATPY ASd)- AS GASd) - Asvld?
o) f” K ) v ) v}d ! (6.92)

— [ l(Lsd)- svji2 - (L7 -5d)- o] .

Os tensores L e I, que caracterizam os efeitos geométricos dos esforcos externos, e

suas submatrizes componentes sdo dependentes do carater dos esfor¢os externos e poderdo ser

obtidos de:
om om on'  on'
05 | ou Oa r 08" | du o
od _|om om| © od  |om! oml (693)

du da ou O
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A observacao de (6.90) e (6.92) nos permite concluir que, mesmo na auséncia de

esforgos externos nao conservativos, a rigidez tangente ndo é simétrica.

6.2 Modelo de casca
6.2.1 Cinematica

O modelo utilizado foi aquele apresentado por Pimenta [54] e desenvolvido em
[16,17,58]. A Figura 6.2 apresenta as grandezas cinematicas fundamentais. Conforme ja

discutido no Capitulo 5, na configuracdo de referéncia a posi¢ao de qualquer ponto material
da casca ¢é definida por um campo vetorial £ = é (51, &,C ) que ¢ dado por:

E—Cta (6.94)

O vetor ¢ define um ponto no plano médio e a” é o vetor diretor da casca neste ponto.

configuragdo
deformada

configuragdo de
referéncia

(0]

Figura 6.2 — Descrigdo da casca e grandezas cinematicas fundamentais

Na configuracdo deformada a posicdo  de um ponto material qualquer sera expressa

pelo campo vetorial

r=2z+a, (6.95)
onde z = 2(5'&) descreve a posicao atual de um ponto da superficie média e a representa o

diretor neste ponto, obtido a partir de
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a=Qa'. (6.96)
Definidos z e ¢ podemos determinar o deslocamento de um ponto qualquer da
superficie média utilizando a expressao
u=2z-C. (6.97)
As componentes de uw € o no sistema cartesiano global constituem os seis graus de
liberdade do modelo. @ ¢ o parametro utilizado para parametrizar a rotacdo (pardmetro de
Euler, parametro de Rodrigues ou parametro generalizado de Rodrigues, conforme discutido
no capitulo 3).
O gradiente da transformacao, para a deformagao da casca, F', pode ser avaliado a

partir da diferenciacao de (6.95), valendo:
F=(n,+Ka)®e +Q. (6.98)
n, ¢ K, sdo entendidos como as deformagdes generalizadas das segdes transversais e
correspondem a:
Ny = 2, — € (6.99)
com z, = e, + u, sendo obtido de (6.97).
Assumindo que
K,=Q.Q", (6.100)
em K tensores antissimétricos descrevem as rotacdes especificas do diretor e tém seus
vetores axiais designados por k, = axial(K, ).

Pode-se demonstrar que

Kk, =Ta,, (6.101)

onde I' ¢ o tensor definido no capitulo 3.
Da diferenciacdo de (6.98) com relagdo ao tempo se obtém o gradiente das

velocidades:
F=QF +Q(¥. ®e.), (6.102)
onde o tensor antissimétrico 2 = QQ" representa a velocidade angular do vetor diretor. O

vetor axial de £2 ¢é w = axial(£2) e é dado por

w = T'& (6.103)
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6.2.2.1 Tensoes
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Como no modelo de barras, também aqui se trabalhou com o primeiro tensor das

tensoes de Piola-Kirchhoff, energeticamente conjugado com o gradiente da velocidade, F'.

6.2.2.2 Poténcias dos esforgos internos e externos

Procedendo de maneira semelhante aquela apresentada no Capitulo 5, ¢ obtida a

expressao da poténcia dos esforgos internos:

B,=[[P:Fdd2 = [o" -¢dR = [o" - A"®Y AddS,
N H n ]

(6.104)
onde,
o, €, u
o_l' = - ET = . € d == 5
o, € o
w o A
0-(71 = r|? E; = T
« H()é
€ 0S tensores
Q O O O
O Q O O
A= ,
O 0O @Q O
O O O Q
@ ('ﬁl OG><9 @
= , com P =
06><9 (ﬁZ

O operador A ¢ definido por:

I 0 z,
O I O

(6.105)

(6.106)

(6.107)

(6.108)
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2 o
a¢,
A, 9
A= ,com A =| O I— (6.109)
A, ¢,
o I
e
I O O
Y Yo O Y —-lo T T (6.110)
= ,com Y = " .
09x9 Y2
O O T
Para este modelo ¢ valido:
Av =Y Ad, (6.111)
com A ¢ Y assumindo a forma apresentada em (6.109) e (6.110).
Considerando (6.111), (6.104) podera ser escrita como:
P.=[o - A"®Avds, (6.112)
0
A Poténcia dos esforgos externos sera obtida pela expressao:
P.= f"-:i:t+f”-d:”+f5-m'd§]d(2. (6.113)
N H
x ¢ obtido a partir da diferenciacdo de (6.95):
T=u-+wxa. (6.114)
Procedendo a substitui¢ao das variaveis presentes em (6.113), obtém-se:
P.=[(n-u+m- L&), (6.115)
i

onde n e m sdo, respectivamente, as resultantes externas de forcas e momentos por unidade
de area da configuragdo de referéncia. Podemos reescrever (6.115) na forma:

P, =[&-vdf, (6.116)
(0}

onde foi definido:

n
&= (6.117)

m

6.2.3 Equilibrio



110

Para o modelo de cascas, a forma fraca que corresponde a obtengdo do equilibrio a
partir do Teorema das Poténcias Virtuais pode ser escrita de uma forma compacta como

segue:
_ r T =, _

5P = fg(a AN DAY — 5 - 502 = 0, Véw. (6.118)

O operador tangente das equacdes de equilibrio ¢ dado pela derivada de Fréchet de

(6.118), a qual pode ser obtida por derivacdo em relagdo ao tempo. Procedendo de forma

semelhante a realizada com o modelo de barras o resultado obtido é:

§(6P) = fQ[A(S'u (8T ADAT®Y Asd) + Adv- (GAD)pS2 +

— |, [6v- (Léd)pe2

No modelo de cascas, em (6.119) o tensor G assume a forma:

(6.119)

O O —-N,I
, com G,=|0 O —-M,TI|
N, O Z ,N,I

Gl O9><9

G —
O9><9 G2

(6.120)
Da mesma maneira que no caso do modelo de barras, também para o modelo de cascas

o operador tangente ndo € simétrico.
6.3 Aplicacdo em elementos finitos

Na formulagdo em elementos finitos interpolam-se os vetores d e wv dos pontos das

se¢oOes transversais de um elemento, utilizando as relagoes:
d = Np

(6.121)
v = Np,
onde N ¢ a matriz de interpolagdo e p € o vetor dos deslocamentos nodais generalizados do
elemento, dado por:

b,

b,
p=|. (6.122)

pﬂ

Sendo n o niimero de nés do elemento. A partir de (6.121) podem ser obtidos:
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ov= Nébp
(6.123)

6d = Nép.
Para o modelo de barras, introduzindo (6.123) em (6.74) obtém-se o vetor das forcas

residuais do elemento, expresso por:
_ THT A~ NT=lio_ nNT=T
R_f9[<AN) ' Ac" —N' od?—N'o o (6.124)

A matriz de rigidez do elemento seré obtida da derivagao de (6.124) em relagao a p, a

qual pode ser obtida pela substitui¢do de (6.121) em (6.92):
K, = fg [(AN)T (#" ADA"®Yd)(AN) + (AN)" G (AN)}dQ +(N"LN).  (6.125)

Os tensores G ¢ L que aparecem em (6.125) sdo aqueles expressos pelas equacdes
(6.90) e (6.93), respectivamente. Para o modelo de cascas a matriz de rigidez apresenta-se de
forma semelhante, sendo que o tensor G ¢ definido pela equagdo (6.120). A referéncia [16]

apresenta as submatrizes do tensor L para alguns tipos de carregamentos externos.
6.4 Comparagc0es entre formas fracas

A comparagdo entre a formulacdo do equilibrio usando o Teorema dos Trabalhos
Virtuais ¢ o Teorema das Poténcias Virtuais pode ser feita pela comparacao das matrizes de
rigidez obtidas quando da aplicagdo das duas formas fracas decorrentes do estabelecimento do
equilibrio com estes dois Teoremas. A simples inspe¢do destas matrizes evidencia as
principais diferencas existentes entre as duas formulagdes. A formula¢do derivada do
Teorema dos Trabalhos Virtuais (equagdes (4.79) para o modelo de barras e (5.51) para o
modelo de cascas) tem a simplicidade de apresentar uma matriz de rigidez simétrica.
Entretanto, esta matriz apresenta um maior nimero de submatrizes ndo nulas, as quais sao
mais complexas, com seus elementos compostos de expressdes grandes, envolvendo grande
nimero de operagdes. A formulacdo derivada do Teorema das Poténcias Virtuais (equagdes
(6.92) para modelo de barras e (6.119) para modelo de cascas) resulta em uma matriz nio-
simétrica, entretanto, esta matriz possui maior nimero de submatrizes nulas e as submatrizes
ndo nulas sdo bem mais simples, com expressdes que nao incluem derivadas de I'.

O campo de deslocamentos correspondente a uma configuracdo de equilibrio estatico
de um so6lido conservativo ¢ um ponto estaciondrio da energia potencial [52]. O principio da
conservagao da energia leva a concluir que a matriz de rigidez oriunda da formulagdo do

equilibrio com o Teorema dos Trabalhos Virtuais corresponde a segunda derivada da energia
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potencial. Desta forma, a verificacdo da estabilidade nesta formulacao pode ser feita pela
simples verificacao do carater positivo-definido desta matriz de rigidez. Ou seja, a formulagao
derivada do Teorema dos Trabalhos Virtuais permite a facil verificagdo da estabilidade
durante o proprio processo de solu¢do. Na formula¢do oriunda do teorema das Poténcias
Virtuais a verificacdo da estabilidade mostra-se bem mais complexa. Por outro lado, esta
formulacdo apresenta um tratamento bastante eficiente dos momentos externos,

principalmente quando se trabalha com a parametriza¢do de Rodrigues.
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7 MODELOS LAGRANGIANOS ATUALIZADOS PARA ANALISE
ESTATICA DE BARRAS E CASCAS SOB NAO-LINEARIDADE
GEOMETRICA

Os modelos apresentados nos capitulos anteriores caracterizam-se por uma formulagdo
cinematica Lagrangiana total. Este tipo de formulacdo, ao nos obrigar a trabalhar com as
rotacdes em sua integralidade, faz com que o uso da parametrizagdo utilizada fique limitado a
seu intervalo de aplicagdo sem singularidades. Com vistas a superar esta limitagdo, ampliando
o campo de aplicacdo de todas as parametrizacdes estudadas, foram introduzidas algumas
modifica¢des nos modelos apresentados anteriormente nos capitulos 4 e 5. Estas modificagdes
consistiram em alteragdes na expressao de algumas variaveis, fazendo-as fung¢des dos seus
valores no incremento anterior, ou seja, a formulagdo deixou de ser puramente Lagrangiana,
passando a ser Lagrangiana atualizada. O processo de atualizagdo sera descrito a seguir.

Admitiu-se um intervalo de tempo arbitrario (¢,¢,,), para o qual foi adotada a
notagdo ()(f,) = (), e (~)<tl. +1) = (1,41 - Admitiu-se que sdo conhecidas todas as varidveis no
tempo t,, como resultado da solu¢do do incremento anterior e todas as variaveis no tempo
t.., serdo obtidas a partir dos seus valores neste incremento imediatamente anterior, ndo mais
a partir da configuragao inicial.

O tensor rota¢do no tempo ¢, , que denominaremos @, , ¢ obtido por:

Q¢+1 = QAQm (7.1)

onde @, ¢ o tensor que representa a rotagdo entre os intervalos de tempo identificados por

t.et,, e @, ¢€o tensorrotagdo no tempo ¢,.
Se
K= axial(Q’QT> =TId/, (7.2)

entdo nés podemos escrever:

K, = axial (Q,Q,). (7.3)
Mas, de (7.1) temos que

Q. =Q'Q, e

(7.4)
Qz‘l+1 = Qng"_QAQiI-
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Assim,

K.,y = axial(Q/,Q", ) = axial|(Q,Q+Q.,Q )(Q'Q})| =

= axial (Q\Q} + Q.QQ/Q}) = (75)
= axial (Q4Q} ) + Qaxial (QQ).
Mas,
axial (Q4Q}) =k, =Ty, ¢ 76
axial (QQ ) = K,
Assim, de (7.5); n6és podemos obter:
k., =T, +Q,k (7.7)
e ainda
kL= QLk, =QL (e +Quk)=Q Thal, + K. (7.8)

A curvatura no tempo t., pode ser obtida unicamente a partir da curvatura no
intervalo ¢, e do incremento do angulo o, , com o auxilio dos tensores a ele relacionados.
Da mesma forma, se nds temos o vetor das velocidades angulares:
w= axial(QQT) =TI'& (7.9)
Noés podemos escrever:
w,, =axial(Q,,Q, ). (7.10)

Como @, ¢ constante para o incremento de tempo ¢, ,, de (7.1) nds podemos obter:

i+1 2
Qz‘+1 = QAQi (7.11)
Introduzindo (7.4), e (7.11) em (7.10), encontramos:

W, = axial(QAQiQiTQg) = aXial(QAQZ) =

=I,a,

(7.12)

7.1 Modelo de barras

A hipdtese fundamental permanece a mesma: a secdo transversal permanece
indeformada durante o movimento da barra, podendo apenas girar como um corpo rigido.
Permanecem também a referéncia reta na configurag¢do inicial e o sistema de eixos locais

ortonormais de referéncia na configuragdo inicial {e{ ,€, ,eg}, com o vetor e, situado na
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dire¢do do eixo da barra e os eixos e definindo o plano da segdo transversal. A Figura 7.1

mostra as variaveis.

Figura 7.1- Modelo de barras atualizado

A posicao dos pontos sobre o eixo da barra ¢ dada por:
Zig =2 T uy. (7.13)
Os demais pontos da se¢do transversal tém suas posi¢oes descritas por

T, =2z, ta,, (7.14)

sendo que o vetor a,,, ¢ dado por

a,, =Q,a, (7.15)

7.1.1 Deformac0es

Em (4.14) foi definido o vetor das deformacdes 7). Pela substituicdo das variaveis

envolvidas podemos obter seu valor nos tempos ¢, e ¢, como sendo:

. /
n =z — €

. (7.16)
Th+1 = Zi+1 — €3i+1,
cujos equivalentes retrorrotacionados serao:
ro__ T,/ r
n =Wz —¢€3
(7.17)

r  _ NI ! r
M4+1 = Q1241 — €3
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O vetor das deformagdes generalizadas no tempo ¢, sera definido como:

n, +An’
K, + Ak’

.
M
.

i1

T JR—
El +1

_ (7.18)

K

A diferenciagdo do vetor definido por (7.18) no tempo, nos fornece o vetor das

variacoes das deformagdes generalizadas:

v R
ea=., |=| . |=4¢". (7.19)
Ky Ar”
Passaremos a representar
Ae” = Aé". (7.20)
Sabendo que
An'| i, —m| |Q7Qazl, — Q7
Ae" = =1, = , (7.21)
Ak ki, — Ky Q' '\,

sua diferenciacdo no tempo nos fornece o vetor das deformagdes generalizadas no tempo %4,

que coincide com o vetor das variacdes das deformagdes generalizadas:

(e [eresel rereisl,
g, = A = AT 0T + QI (7.22)
i ATA i AA
Em (7.22) sabemos que:
2, = QAQ}, logo, (7123)
Q4 = -Qi.
De (7.13) temos:
P (7.24)

Assim, podemos escrever:

L
=48 = rer . (7.25)
QTI'ya, +Q TI'a,

Se definirmos um vetor d, tal que

g -2
A7 o

. ,L."A
, sendo d, = , (7.26)

127

um vetor v, , tal que:



definirmos um tensor Y, como sendo:

I OO
Y,=l0 I, T,
OO0 T,

e um operador A

12 o
¢
A=lo 12|

9¢
o I

podemos escrever
Av, =Y, Ad,.

O vetor €/, pode ser expresso por:

€, = Ae" = A?+1¢L+1AUAJ
onde:

Q. O I O Zz,/+1
Aa%lo @, % Tlor o0

Considerando (7.30), (7.31) pode ser reescrito como

e, =A¢ = A, & Y, Ad,.

t+1 i+1

7.1.2 Poténcia dos esforcos internos e externos
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(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

(7.33)

De (4.49) temos que a Poténcia dos esfor¢os internos atuantes na barra ¢ dada por:

l ( .
B,= [0 -&d(= [0 A'®Y Ad,d(.
0 0

No tempo ¢, ela sera dada por

14 l 4 .
B,= [0 -¢.,d{=[o -A¢"d(= [o" - A&, Y,Ad,dC.
0 0 0

(7.34)

(7.35)
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Para o tempo t;,;, de (6.59) temos que a poténcia virtual dos esfor¢os externos ¢

fornecida por:

Py =[(-v,,)dR (7.36)
n
mas,
Uiy U
Vi = Wi =l (7.37)
Logo, a Poténcia dos esforgos externos atuantes ao longo da barra em ¢;,; sera dada
por:
P, = [(6-v,)dn. (7.38)

7.1.3 Trabalho virtual dos esforgos internos e externos

Para o intervalo de tempo entre ¢; e ¢;,,,, o vetor das deformacdes virtuais pode ser

€Xpresso por:

0An"
Se" = 6Ae” = , 7.39
e =oae = (739)
o qual, com o uso de (7.33) pode ser escrito como
SAe" = AL\ ®_ Y Abd. (7.40)

Para o intervalo de tempo entre ¢, e t;,, utilizando (4.61), o Trabalho Virtual dos
esforcos internos pode ser expresso por:
¢, . 0
W, = j; o - §Ae"d¢ = j; (0" AL, @ . Y, Add, ) dC. (7.41)

Para o0 mesmo intervalo de tempo, utilizando (4.63), o Trabalho Virtual dos esfor¢os externos

sera dado por:

SW,, = fo (- 6d,)dC. (7.42)
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7.1.4 Formas fracas das equacdes do movimento
7.1.4.1 Teorema dos Trabalhos Virtuais

Para o intervalo de tempo entre ¢, e ¢;,, o equilibrio do elemento de barra pode ser

estabelecido variacionalmente através do Teorema dos Trabalhos Virtuais, o qual, com as

condicbes de  contorno  essenciais nas  extremidades  permite  escrever:

SW = 6W,, — 6W.,, V6d=6d(C) |6d(0)=6d(0)=o0, (7.43)

que corresponde a forma fraca das equagdes de equilibrio.

Pela substituicao de (7.41) e (7.42) obtemos

oW = oW,

nt

—Wey = [ [0 626"~ (q-6d,)] ¢ (7.44)
que pode ser escrito como

W = Wi —Wey = [/ [(07 - AL Yaled,) — (754, )] dc = (7.45)
— jj[(YX‘-pﬁlALHo"” : AédA> —(g-6dy, )} dc.

O operador tangente das equagdes de equilibrio ¢ fornecido pela derivada de Fréchet

de (7.45). Ela pode ser obtida por diferenciacao de (7.45) no tempo. Assim, teremos,

é .

oW = [{|(Vi®l,A, 167)+|YiBL A, ar] - Addy, —(,j.édA)}dC (7.46)
0

mas,

6" = De, = DA?+1q5i+1YAAdA' (7.47)
Assim,

<YAT¢ZZ-;-1AL+10.IT) - YATQEIAL+1DA?+1Q+1YAAd'A = (7.48)
- (Ygdiizl/lbﬂ) D (A?+143L+1YA> AdA-

q-6d, =§quA-6dA = Ld, - 6d,. (7.49)
A

Y B A0 = [(Ygdﬁlflwl +Y DL A+ deﬁlAwlﬂ o' (7.50)
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o o Ol g

o
i - Q. O
YA ¢H—lle-l—l =10 FA O o I o) Q =
. . , i+1
O Iy I'j||-Z. O
(7.51)
0 0
= O Fng—l .
Nyt T
—I'yZ;,Q;,, T'pQ;,
I O O\ o o
Yiél A, =l0 T ol o G O
A Fi+14+1 A . O Ql‘+1
o ry ri|-z, o
(7.52)
O o
= O O|.
- £ZZ(+1QH—1 o
I O O I Ol .
a7 T Q. O
YA‘ﬁHlAiH =0 Iy, O o . =
O Q4
o F/AT Fg _Zi/+1 O
) (7.53)
Qi O
= O Fng—l .
-rtz!.Q., riaQ
A i+1%74+1 A %i+1
A parcela expressa pela equacao (7.50) sera escrita como:
Q"i+1 O
Y 8 A, 0 = O Q1 +ThQi,, |0 (7.54)
1L‘£ZZ(+1Qi+1 +
—|+TAZ} Qi + (FIATQi—H + F/ATQi+1)
+T3Z],1Q;

Podemos demonstrar que



Qi+1 = QAQ@'+1*
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(7.55)

Pela substitui¢do de (7.55) em (7.54) e fazendo uso do tensor antissimétrico Z;,,

cujo vetor axial é z,,; vamos obter

T 5T ro_
YA(PZ'—HAH-lU =

QAQH-I o

O FgQi-i-l + Fg‘QAQi-H o .

ng{ﬂQ@H +
- +F£Z;+1Q7:+1 +
+F£Zz',+1QAQz'+1

(F/ATQ/:H + F/ATQAQ'I?H)

Realizando a operacdo expressa em (7.56), obtemos:

T 5T ro__
YA@HIAHlU =

24Q; 111
ST T r
(FAQi+1 + FA'QAQHI)mHl
—(f£Z§+1 + A2, + F£Z;+IQA>Qi+1niT+1 +

+ (f/AT + F/AT'QA>Q1‘+1mz‘T+1

o qual pode ser simplificado para:

T 5T T
YAQHA/:HU =

A manipulagdo

QA
(Fng‘+1 + FgQAQi+1)mi+1

_(fgz‘lﬂ + F£ZZ{+1 + FgZiIJrl‘QA)ni+1 +

1

+ (F/AT + F/AT'QA> m;

algébrica de (7.58) com o

auxilio

dos

(7.56)

(7.57)

(7.58)

tensores

antissimétricos N, ; € M, , cujos vetores axiais sdo mn;,;€ m;,; , respectivamente,

permite obter:
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. _Nz‘JrlFAdA
Yi®l A, 0" = |V (0amyyy) = TAM, T 5| by . (7.59)
V(aA7(n’H—1 X z/¢+1))dA +TLZ] Ny Ty +

—TU M, T pcey + V' (ay,as,m )y +

+V(O‘A>mi+1)d/A + FgNi—&-lulA
A equacao (7.59) pode ser escrita como:
YgdﬁlAwl o' = GL—‘rlAdA? (7.60)

com A definido por (7.29), d,definido por (7.26); ¢ G,,, um tensor semelhante a (4.81),

com suas submatrizes assumindo valores distintos:

O O Gu'n,
G,=|l0 o a@,| (7.61)
Glll:a Gga' Gaa

As submatrizes de G, sdo:

G

o = _Ni+1FA

GZ:a = FENH—I
G, = I‘ZZz’/HNHlFA -V <aA7 Z’/+1nz'+1) +

3

7.62
+V' <a/A’aA9mi+1) - F/ATMi+1FA ( )
Gau' = V (aA7 mi-‘rl) - FEMH—IFA
GaTa’ = V(aA7m77+1>'
Realizando a substituigao de (7.48), (7.49) e (7.60) em (7.46) obtemos:
¢
oW = f{[((YATQTrlAHl)D(A:LF+1¢¢+1YA>AdA) +Gi+1AdA] - Addpt 763
0 .

—(Ldy)- od,}dc

A partir da equacdo (7.63), por analogia obtemos o operador tangente das equagdes de

equilibrio, o qual sera
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¢
- 5VV€1,t) = f[(DAZ:rl('ﬁHrIYAA(SdA) ' (Az'TH@LHYAAédA) +
0 (7.64)

+(G,, Add,)-(Abd,) — (Léd,)- 6d, |dC.

5(6W) = 6 (6W,

int

7.1.4.2 Teorema das Poténcias Virtuais

Para o intervalo de tempo entre ¢; e t;,1, o equilibrio pode ser formulado utilizando o
teorema das poténcias virtuais, o qual para um regime quase estatico nos permite escrever:
OP = 0Py — 0Py = 0, Yow. (7.65)

A substituicao de (7.35) e (7.38) nos permite reescrever (7.65) como:
6P = [ (o 8., 460 — 5 - 6u)if2 = 0, Vév. (7.66)
O operador tangente das equagdes de equilibrio pode ser obtido de maneira
semelhante aos modelos Lagrangianos, conforme apresentado no Capitulo 6. O resultado final
¢

6(6P) = [|Abv- (87,4, DAL, @ Y, Abd, )+ Abv- (G, Absd, )5 +
7 (7.67)

I
— [ [sv- (Lod, )¢ — 6v- (L - 8| -
O tensor G, assume a forma:
0O 0 —-N.I,
G,=| 0 O —M_,I,| (7.68)
Ni+1 O ZZ',+1NZ'+1FA

Da observagao de (7.67) e (7.68), podemos constatar que, como no modelo

Lagrangiano total, também no Lagrangiano atualizado a rigidez tangente ndo ¢ simétrica.

7.2 Modelo de cascas

O modelo assume as mesmas hipdteses do modelo Lagrangiano total. Em relagdo as
variaveis e nomenclatura dos incrementos, foram feitas consideragdes idénticas as adotadas

para o modelo de barras.
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A Figura 7.2 mostra as varidveis. Como no caso do modelo de barras, no tempo ¢, a

posicdlo de um ponto material qualquer pode ser expressa pelo campo vetorial

T = 2y 0, (7.69)
onde
a,, =Q,q, (7.70)

0]

Figura 7.2 — Modelo de cascas atualizado

No modelo de cascas temos:

Koinn = aXial<Q¢+1,aQ£1>- (7.71)
De (7.1) podemos obter
Q. ,=0.,.Q1+Q.\Q,. (7.72)

Substituindo (7.72) e (7.4); em (7.71) obtemos:
Ko = axial (@, QL) = axial (Q,,.Q+Q.Q.. )(Q'Q})| =
— axial (Q,,Q% +Q.Q,.Q'Q%) = (7.73)
= axial (Q,,,Q} ) + Q,axial (Q,,.Q ).
Mas,
axial (@4, Q%) = Koy = Taay, ¢

(7.74)
axial (Q,,Q" ) = k,,
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Assim, de (7.73); no6s podemos obter:

kai+1 = FAaA,a + QAkai‘ (775)
O equivalente retrorrotacionado de k,, , é:
k= Qz‘TJrlkaiH = qu-;-l (FAaAAa + QAkm'):QiTFZaAa + k. (7.76)

7.2.1. Deformagdes e tensoes

De maneira semelhante a realizada com o modelo de barras, pode-se obter o vetor das

variacoes das deformagdes generalizadas, o qual sera expresso:

Agy An,
Ae" = , com Ae = . 7.77
Aeg; Ak, (7.77)
Sua variag@o no tempo sera expressa por:
Ag A,
Ag" = , com Ag = 1, 7.78
Ag; “AR] (7.78)
o qual pode ser representado por:
Ael =A@ Y, Ad,, (7.79)
onde:

Q. O O O
A © G 0 O 7.80
i+l T O O Q,;H O ) ( . )

O O O Q.

('ﬁl OG><9 I O Zi+1.a
¢ = b = ' 7.81
t+1 OGXQ @2 ; com « O I o) ) ( )
I 9 (0
9Cq
A, 9
A= ,com A =| O I— e (7.82)
A2 8C(}
(0] I
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I O O
y, = 2 O Y, =0 I, T 7.83
A T ngg YAQ , com Aa — A A ( . )
O O T,
As tensOes atuantes na sec¢ao transversal sdo:
o, n,
o' =| ,|, com o,=| (7.84)
0-2 ma

7.2.2 Poténcia dos esfor¢os internos e externos

De (5.38) temos que a poténcia dos esfor¢os internos no dominio {2 € R?, relativo ao

plano de referéncia da casca, ¢ dada por:
P, = [o"-Aéd (7.85)
N

Considerando as dedugoes realizadas quando da anélise do modelo de barras, podemos

concluir que no tempo ¢;  ;a poténcia interna sera obtida de

Y, Ad,df. (7.86)

i+1 +1

P,= [0 A& d2=[o" - A.®
N (%)

A Poténcia dos esforcos externos atuantes no mesmo dominio 2 € R?, de acordo

com (5.43), pode ser expressa por:

Py = [(g-d)d2 = [(& v)ds. (7.87)
n N
Desta forma, no tempo ¢;,;a poténcia externa sera obtida

P, = [(5-v,)ds. (7.88)

7.2.3 Trabalho virtual dos esfor¢os internos e externos

De forma semelhante ao modelo de barras, no modelo de cascas o trabalho virtual dos

esforcos internos pode ser expresso por:
W, = fg o S§Ae"dN = fQ (0" AL @, Y, Abd ) d2 (7.89)
e o trabalho virtual dos esfor¢os externos vale:

SW,, = fﬁ(a- 5d,)dn (7.90)
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Para o modelo de cascas os tensores A, i, €., e Y, sdo distintos daqueles

apresentados no modelo de barras, sendo aqueles expressos pelas equagoes (7.80), (7.81) e

(7.83), respectivamente. O operador A ¢ expresso pela equacgdo (7.82).
7.2.4 Formas fracas das equacdes de equilibrio
7.2.4.1 Teorema dos Trabalhos Virtuais

Para o modelo de cascas a forma fraca das equagdes de equilibrio serd expressa por:

SW =W, —6W..., emQ Véd. (7.91)

int ext?
O operador tangente das equacdes de equilibrio ¢ fornecido pela derivada de Fréchet

de (7.91), a qual pode ser obtida pela derivagdo de (7.91) no tempo. O resultado final sera
8(6W) = 6(6W,, —oW,,,) = [|(DAL,®
N

1417+l 1417+l

Y, Aéd,)- (AL, P, Y, Add,)+

(7.92)
+(G,,,Add,) - (Aéd,) — (Léd,)- 6d,|df2

As submatrizes de G;,; podem ser obtidas de maneira semelhante a maneira como

foram obtidas as submatrizes de G;,; mostradas em (7.68), sendo que, para o modelo de

cascas, o tensor G, ; assume a forma:

0 0 G, .,
G,  Oygyy 7
Gi+1 - ngg G2 , com Gﬂ - O O G()(Ot,ﬁ (7.93)
GE 104 G(’f(l 5 G{l(,\/
(oAt el aad
U & - _N3i+1 FA
GU]‘:JQ = FENSM]

G(m' = FiZi+1~/3N/31+1FA -V (aA’ Z'17+1‘ﬂn‘31+1 ) T
7.94
+V'(h.aym, ) -TIM, T, (7.94)

g

G, =V(ay,m, |-TiM, T,
G = V(ozA,mﬁM).

Qg
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7.2.4.2 Teorema das Poténcias Virtuais

Adotando procedimento semelhante aquele adotado quando da andlise do modelo de
barras, o teorema das poténcias virtuais nos permite formular o equilibrio da casca como:
0P = 6P, — 6P, =0, Vov. (7.95)

Pela substituicdo das poténcias interna e externa, ¢ possivel obter a forma fraca que

corresponde a obtengdo do equilibrio a partir do teorema das poténcias virtuais na forma:
5P = fg[(o' AL, ASv) - & - 002 (7.96)

O operador tangente do modelo de cascas pode ser obtido de maneira semelhante ao

do modelo Lagrangiano total. O resultado final sera:

5(8P) = fQ[Aav (81,4, DAL (&, Y ASd )+ A, 00 (G Add, )2 +

— [ [sv- (L6 )52 = sv- (L" -6d, )|

Neste contexto, o tensor G;,; assume a forma:

(7.97)

O O —Ny,l'y

G, Oy
Nﬂi+1 O Zz‘+1,/3Nm+1FA
Como no modelo de barras, o operador tangente da forma fraca bilinear ndo ¢
simétrico.

7.3 Aplicacdo em elementos finitos

Na formulagdo em elementos finitos interpolam-se os deslocamentos generalizados

d, e suas variagdes 6d, , utilizando as relagdes:

d, = Np,
6d, = Nép, (7.99)
ov = Nbp,

onde N ¢ a matriz de interpolagdo e p, e 0p, sdo os vetores dos graus de liberdade nodais

generalizados do elemento e suas variagdes, respectivamente.
Introduzindo (7.99) nas formas fracas obtidas a partir do Teorema dos trabalhos
virtuais ((7.45) para elementos de barras e (7.91) para elementos de cascas) e do Teorema das

Poténcias Virtuais ((7.66) para elementos de barras e (7.96) para elementos de cascas), obtém-
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se o vetor das forgas residuais do elemento, expresso, no caso da forma fraca oriunda do

Teorema dos Trabalhos Virtuais, para elementos de barras, por:
R= fn[(AN)T Yi®! A0 - N'glie - N"g"| . (7.100)

A matriz de rigidez do elemento serd obtida da derivacdo de (7.100) em relagdo a p, a
qual pode ser obtida pela substitui¢ao de (7.99) em (7.64), resultando em:
¢
T
K, = [{l((an)” (viela ) D(AL @ ¥, )(AN)) +
0 (7.101)
+(AN)" G, (AN)| = (N"L N )} 02

Idéntico procedimento adotado para a formulagdo oriunda do uso do Teorema das
Poténcias Virtuais resulta, para o elemento de barra, na matriz de rigidez:
K, = [[(AN)" (87,A,,,DAl,®,,Y,d)(AN) + (AN)' G, (AN)+

Q (7.102)

+(N"L,N)|de2

Para o elemento de cascas, as duas formulacdes ddo origem a matrizes semelhantes as
apresentadas nas equacdes (7.101) e (7.102), diferindo em relagdo aos valores assumidos
pelos tensores e operadores presentes, como ja mencionado anteriormente.

No procedimento de solugao utilizando o método de Newton, para um dado incremento
de carga, a cada nova iteragdo os valores de o, ; € K, ,; nos pontos de Gauss devem ser
obtidos a partir dos valores no incremento anterior ¢ dos valores obtidos para ay ¢ Ak".
K, 1 ¢ obtido pela adicdo de Ax"a K, enquanto os valores de «;,; sdo obtidos por:

a) Parametrizagdo de Euler: o ; ¢ extraido de @), ;utilizando as equagdes (3.52) e
(3.53).
b) Parametrizacdo de Rodrigues: composi¢do entre oy € ¢o; utilizando a férmula de
Rodrigues (3.64) e
c) Parametrizagdes generalizadas de Rodrigues: o, ¢ extraido de @, utilizando as
expressoes (3.97) e (3.98).
Com os valores de ;1 e K, sdo calculadas as matrizes de rigidez dos elementos e
montada a matriz de rigidez da estrutura. Ap6s a verificagdo da convergéncia, para cada no ¢
feita a atualizacdo dos valores dos deslocamentos e sdo zerados os vetores que armazenam

a, e uy . Em cada ponto de integragdo sao armazenados os valores finais obtidos para K, 4

€ a1, 0s quais serdo os valores de K, e «; para o proximo incremento de carga.
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7.4. Objetividade

Segundo Jelenic e Crisfield [39], na presenca de grandes deformagdes, o conceito de
objetividade das deformagdes ndo se estende naturalmente da teoria para sua formulagdo em
elementos finitos. Assim, a formulacdo em elementos finitos deve procurar garantir a
objetividade. Em [39] se afirma também que os procedimentos usuais de interpolacdo da
rotacdo tornam a formulac¢do ndo-objetiva e por vezes dependente da trajetoria.

A formulacdo aqui adotada ¢ do tipo Lagrangiana atualizada, o que a torna
efetivamente dependente da trajetoria. Entretanto, a interpolagdo ¢ feita no incremento de
rotagdo e ndo na rotacdo total. Assim, rotagdes de corpo rigido podem ser superpostas aos
elementos deformados em qualquer intervalo de carregamento, pela aplicacdo em cada n6 do

elemento de um vetor rotacdo ¢, = constante. Além disso, no algoritmo desenvolvido, para

cada incremento de carga, apds a convergéncia o vetor rotacao € a curvatura sao armazenados
nos pontos de integracdo (pontos de Gauss) de forma que ndo € necessario obté-los a partir da
interpolagdo das rotagdes nodais, o que faz com que as tensdes e as deformacgdes nestes
pontos permanecam invariantes sem esforco computacional adicional. Convém observar
também que, conforme [39, 59], com o refinamento da malha decrescem os efeitos da

dependéncia da trajetdria e da ndo-objetividade das deformacdes.
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8 AFERICAO DO USO DAS PARAMETRIZACOES EM MODELOS DE
BARRAS E CASCAS

Nesta etapa do desenvolvimento deste trabalho tinha-se como objetivo testar os
modelos tedricos propostos para a parametrizacao das rotagoes frente as varias possibilidades
de métodos de solucao:

a) Dois tipos de algoritmo, um com formulacdo cinematica Lagrangiana total e outro
Lagrangiana atualizada, e

b) Dois tipos de matriz de rigidez, sendo uma simétrica, decorrente da forma fraca obtida a
partir da formulagdo do equilibrio utilizando o Teorema dos Trabalhos Virtuais e outra nao-
simétrica, obtida com a formulacdo do equilibrio utilizando o Teorema das Poténcias Virtuais.

Desta forma, para as quatro possibilidades que se apresentaram (algoritmo
Lagrangiano total com matriz simétrica e nao-simétrica e algoritmo Lagrangiano atualizado
com matriz simétrica e ndo-simétrica) foram calculados varios exemplos classicos existentes
na literatura para verificar a compatibilidade dos resultados obtidos com aqueles ja
disponiveis. Foi feito uso do Programa PEFSYS, no qual foram incluidas as rotinas destinadas
a calcular o tensor das rotagdes e suas derivadas em uma parametrizagdo genérica, adaptada
tanto a parametrizagdo de Euler como a de Rodrigues, sendo implementados os coeficientes
relativos aos valores de n de 1 a 6, referindo-se o valor 1 a parametrizacdo de Rodrigues na
sua forma padrdo e os demais valores a parametrizagcdo generalizada de Rodrigues. Foi
incluido algoritmo Lagrangiano atualizado para andlise de estruturas submetidas a
carregamento estatico e rotinas para montagem da matriz de rigidez simétrica e ndo-simétrica

com a parametrizagdo genérica para o tensor das rotacdes.
8.1 Exemplos de estruturas analisadas com elementos de barras

Para analise das estruturas de barras foi feito uso de elementos de 2 e 3 nos,
modelados conforme citado no capitulo 4. Todos os exemplos foram analisados nas quatro
situagdes citadas para sete tipos de parametrizacdo do tensor das rotagdes: parametrizagdo de
Euler, parametrizagdo de Rodrigues na sua forma padrdo, correspondente a n =1 e

parametrizacdo generalizada de Rodrigues com n variandode 2 a 6.
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8.1.1 Viga balcéo

Segundo Teh [90] este exemplo foi inicialmente analisado por Bathe; Bolourchi [9] e ¢
provavelmente o exemplo mais popular para verificagdo de formulagdes de barras nao-
lineares. Ele ja foi analisado por muitos pesquisadores, [18, 19, 23, 25, 29, 37, 42, 44, 45, 47,
62, 64, 66, 67, 80, 86, 90, 99] dentre outros. Trata-se de uma viga em arco de circulo em
balango, de raio 100 cme angulo central de 45° no plano z — y, conforme a figura 8.1. A
viga estd submetida a uma for¢a na dire¢do z aplicada em sua extremidade livre. A secdo

transversal ¢ quadrada de lado 1cm, o modulo de elasticidade longitudinal (E) ¢ de

10°kN/cm?e o modulo de elasticidade transversal (G) ¢ de 5x10*kN/cm?. A viga foi

discretizada com 10 elementos de dois nos cada, com um total de 11 nos. Na situacdo de

referéncia a extremidade livre situa-se nas coordenadas x = 70,71 cm, y = 29,29 cm e
z = 0,0 cm. Os deslocamentos da extremidade livre encontram-se na tabela 8.1, onde se

encontram também os resultados presentes em algumas das referéncias citadas anteriormente,
demonstrando a similaridade entre os resultados obtidos e os constantes das bibliografias

consultadas, feitas as adaptagdes ao sistema de eixos adotado.

E=10’kN/cm’
v=0.0
R=100cm
b=h=Icm

(3=45°
P=6kN

Figura 8.1 — Viga balcdo — geometria e propriedades mecanicas

Para este exemplo também foi feita a comparacdo entre os resultados obtidos nas
diversas situagdes estudadas tendo como referéncia a solugdo em que se utilizou a
parametrizacdo de Euler, algoritmo Lagrangiano total e matriz de rigidez simétrica (obtida a
partir do Teorema dos Trabalhos Virtuais). A Figura 8.2 apresenta a média das diferencas
obtidas para os valores dos deslocamentos do n6 extremo, para a solu¢do do problema com 10
incrementos de carga de igual valor. Podemos observar que as maiores diferengas ndo

ultrapassam 0.2% .
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Tabela 8.1 — viga balcdo - deslocamentos do n6 da extremidade

Fonte Deslocamentos

X Yy z
Simo; Vu-Quoc [80] 23,48 -13,50 53,37
Bathe [9] 23,51 -1339 534
Crisfield [23] 2387 -13,63 53,71
Cardona; Geradin [18] 23,67  -13,73 53,50
Ibrahimbegovic [37] 23,70 -13,67 53,50
Yojo [99] 23,73 -13,69 53,53

Euler e Rodrigues
TV generalizado (2<n<6) 23,49  -13,57 5341

Lagrangiano Rodrigues (n=1) 23,51 -13,58 53,42
total Euler e Rodrigues

PV generalizado (2<n<6) 23,51 -13,53 5341

Rodrigues (n=1) 223,51 -13,53 53,42

Lagrangiano TV Euler e Rodrigues 23,51  -13,53 53,41

atualizado PV Euler e Rodrigues 2351 -13,53 5341

Para melhor visualizacdo dos resultados, foram elaborados os graficos apresentados
nas Figuras 8.3a e 8.3b, nos quais se v€ os mesmos resultados presentes na Figura 8.2,
tomando agora por referéncia, em cada série, os valores obtidos para esta mesma série com a
parametrizacdo de Euler. Nestes graficos ¢ possivel observar que, como esperado, com o
crescimento do valor de n decresce a diferenca observada entre o valor obtido com cada

parametrizacdo e o valor obtido com a parametrizacao de Euler.

1,40E-03
1,20E-03 |
O Euler
1,00E-03 n=1
8,00E-04 8 n=2
O n=3
6,00E-04 O n=4
4,00E-04 0 n=5
n=6
2,00E-04 !
0,00E+00 -
LT-TV LT-PV LA-TV LA-PV

Figura 8.2 — Viga balcio - diferengas normalizadas tendo como referéncia a solu¢do Lagrangiana em
Trabalhos Virtuais com parametrizag@o de Euler



134

3,00E-04
2,50E-04 -
Bn=1
2,00E-04 - n
n=2
=3
1,50E-04 - M
n=4
1,00E-04 - Bn=5
Bn=6
5,00E-05
0,00E+00 - . | m
LT-TV LT-PV
(a)
3,50E-06
3,00E-06 -
2,50E-06 - Bn=1
n=2
2,00E-06 - D3
1,50E-06 - Bn=4
Bn=5
1,00E-06 - BEn=6
5,00E-07 | _
& \
0.00E+00 = .
LA-TV LA-PV
(b)

Figura 8.3 — Viga balcdo - diferengas normalizadas tendo como referéncia a solugdo com
parametrizagdo de Euler para cada situag@o de analise

A Figura 8.4 apresenta o grafico dos deslocamentos do ponto situado na extremidade
da barra. Como mostrado nas figuras 8.2 e 8.3, as diferengas existentes entre os varios tipos
de solu¢ao sao muito reduzidas, ndo sendo perceptiveis em um grafico. Desta forma, o grafico
apresentado na Figura 8.4 foi elaborado com os dados obtidos pelo algoritmo Lagrangiano
atualizado, matriz de rigidez simétrica e parametrizacdo de Rodrigues, coincidente em todos

0s pontos com os demais graficos.
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Figura 8.4 — Viga balcio - deslocamentos da extremidade da barra

Tabela 8.2 — Viga balcdo - numero de itera¢des e tempo de processamento

Algoritmo Forma Parametrizacdo  Nede  Tempo
fraca iteragdes  (ms)
Euler 56 219
Rodrigues n=1 57 140
E Trgbalhps Rodrigues n=2 55 219
< Virtuais  Rodrigues n=3 56 203
8 Rodrigues n=4 56 203
o Rodrigues n=5 56 219
<Z: Rodrigues n=6 56 219
O Euler 56 188
Z Rodrigues n=1 55 188
% Poténcias  Rodriguesn=2 55 188
< Virtuais  Rodrigues n=3 56 203
Rodrigues n=4 56 203
Rodrigues n=5 56 203
Rodrigues n=6 56 203
Euler 55 219
o Rodrigues n=1 54 218
% Trgbalhps Rodrigues n=2 55 218
N Virtuais  Rodriguesn=3 55 234
é Rodrigues n=4 55 219
E Rodrigues n=5 55 219
g Rodrigues n=6 55 219
Z Euler 56 203
% ‘ Rodrigues n=1 55 203
Z Poj[énm'as Rodrigues n=2 56 204
é Virtuais  Rodrigues n=3 56 203
2 Rodrigues n=4 56 203
= Rodrigues n=5 56 203
Rodrigues n=6 56 203

135
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A Tabela 8.2 apresenta o nimero de iteracdes necessarias para atingir a convergéncia
considerando uma tolerancia de 107° e o tempo gasto para a solugio do problema nas
diferentes situagdes de andlise utilizando um microcomputador de clock 1.73GB e 2GB de
memoria RAM. Cabe observar que estes tempos ndo sdo absolutos, havendo varia¢do entre
um processamento e outro, servem apenas para dar uma idéia da ordem de grandeza dos
tempos gastos. Em rela¢do as parametrizagdes, devido ao tamanho reduzido do problema, as
diferencas observadas foram muito pequenas, apesar da notavel diferenca existente no nimero
de operacdes necessarias, principalmente entre a parametriza¢do de Rodrigues e a de Euler.

Tanto com a matriz de rigidez obtida a partir do Teorema dos Trabalhos Virtuais como
com a matriz de rigidez obtida a partir do Teorema das Poténcias Virtuais a adogdo do
algoritmo Lagrangiano atualizado implicou em um acréscimo do tempo de processamento em
relacdo ao algoritmo Lagrangiano total, acréscimo de tempo que pode ser reduzido com o
aperfeicoamento do algoritmo atualizado. As solugdes com matriz de rigidez ndo-simétrica
apresentaram tempo de processamento significativamente inferior ao das solugdes com matriz
de rigidez simétrica, tanto para o algoritmo Lagrangiano total como para o atualizado.
Entretanto, para problemas maiores esta vantagem pode ser perdida, em virtude do acréscimo
de tempo de processamento para solucdo do sistema de equacdes, tendo em vista a

necessidade de trabalhar com a matriz completa, pela inexisténcia de simetria.

8.1.2 Flambagem lateral de viga em balanco

Este exemplo foi criado em 1978 por Argyris et al [6], sendo posteriormente resolvido
por varios pesquisadores, como [19, 68, 77, 96, 99], dentre outros. Dispde também de solucao
analitica para a determinagdo da carga critica de flambagem, que pode ser encontrada em
Timoshenko; Gere [92].

Trata-se de uma viga em balanco com carga concentrada na extremidade livre,

conforme mostrado na Figura 8.5. Esta viga possui comprimento de 100 cm, area de 1 cm?,
momentos de inércia a flexdo J, e J, iguais a 1cm?* e 0,125 cm?, respectivamente e
momento de inércia a tor¢io J, de 0,01 cm*. Os modulos de elasticidade longitudinal e

transversal sdo, respectivamente, 10000 N/em? e 5000 N/cm?.
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E=10000N/cm’
G=5000N/cr
L=100cm
A=lcm?

J=1 em'
1,70.125cm’
J=0.01cm’
P=IN

Figura 8.5 — Viga em balango — geometria ¢ propriedades mecénicas

Esta viga foi discretizada com 5 elementos quadraticos, com um total de 11 nos.
Inicialmente foi investigada a estabilidade lateral da viga, sendo obtido o mesmo valor de
carga critica para todas as parametrizagdes. A tabela 8.3 apresenta os valores da carga de
flambagem lateral obtidos neste estudo, bem como os valores obtidos por algumas das
referéncias citadas.

Tabela 8.3 — Viga em balango - carga critica de flambagem

FONTE Valor obtido(N)
Timoshenko; Gere [92] 0,10033
Saleeb;Chang;Gendy [68] 0,1016
Yojo [99] 0,10775
Valor obtido 0,1077

Esta viga foi também analisada submetida a uma carga de 1 N e com a presenca de
uma imperfeicdo de forma a transpor o ponto de bifurcacdo. A imperfeicao foi simulada pela
aplicacdao de uma carga de pequeno valor na extremidade da barra na dire¢ao do eixo z, carga

esta correspondente a 1/1000 da carga principal, conforme sugerido por Argyris et al. em [4].

Na Figura 8.6 encontram-se representados os deslocamentos da extremidade da barra em
fun¢do da carga atuante. O grafico apresentado foi elaborado com os valores de
deslocamentos obtidos para a solucdo com algoritmo Lagrangiano atualizado, matriz de
rigidez ndo-simétrica e parametriza¢gdo de Rodrigues para n = 2, mas ¢ equivalente aos
graficos obtidos para a parametrizacdo de Euler e os valores de n estudados para a

parametrizacdo generalizada de Rodrigues.
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Forca (N)
o) <
N
I
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Figura 8.6 — Viga em balango - grafico carga x deslocamentos da extremidade da barra

Também para este exemplo foi feita a comparagdo entre os resultados finais obtidos
nas diferentes situacdes estudadas de algoritmos, matrizes de rigidez e parametrizagdes. A
Figura 8.7 mostra a média das diferengas obtidas para o valor dos deslocamentos finais do n6
extremo comparada com a solucdo obtida com o algoritmo Lagrangiano total, matriz de
rigidez simétrica e parametrizagao de Euler. Podemos observar que as maiores diferencas nao

ultrapassam 3%.

3,00E-02

2,50E-02

O Euler
BN=1

2,00E-02

N=2

1,50E-02 -

1,00E-02 -

5,00E-03 A

A

0,00E+00 -

LT-TV

Figura 8.7 — Viga em balango - diferengas normalizadas tendo como referéncia a solu¢do Lagrangiana
em Trabalhos Virtuais com parametrizacao de Euler

Para melhor visualizacdo, apresentam-se na Figura 8.8 os mesmos resultados,

tomando agora por referéncia em cada série os valores obtidos para esta mesma série com a
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parametrizacdo de Euler. Nestes graficos, o decréscimo esperado da diferenga entre o valor
obtido com cada parametrizacdo e o valor obtido com a parametrizacao de Euler, a medida
que cresce o valor de n, s6 € observado nos resultados colhidos com algoritmo Lagrangiano
total (a). Esta tendéncia ndo se mantém nos resultados obtidos com algoritmo Lagrangiano
atualizado (b), o que pode ser atribuido a instabilidade existente no problema e ao fato de o
processo de atualizacdo tornar o resultado dependente da trajetoria. Entretanto ¢ muito maior
a uniformidade destes resultados. Nas soluc¢des de algoritmo Lagrangiano atualizado, matriz

de rigidez ndo-simétrica, para todas as parametrizagdes as diferencas relativas a

parametrizac¢io de Euler foram inferiores a 3,5 x 10~°.

1,80E-02

1,60E-02 -

1,40E-02 -
BN=1
1,20E-02 -

N=2

1,00E-02 -
8,00E-03 -

6,00E-03 -

4,00E-03 -
2,00E-03 -

0,00E+00 -
LT-TV LT-PV

(a)
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6,00E-04

EN=1
ON=2

5,00E-04 -

4,00E-04 -

3,00E-04 -

§
2,00E-04 -
1,00E-04 -

0,00E+00 -

LA-TV LA-PV

(b)
Figura 8.8 — Viga em balango - diferencas normalizadas tendo como referéncia a solugdo com
parametrizagdo de Euler para cada situag@o de analise
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8.1.3 Flambagem lateral de chapa em L em balanco

E=71240N/cm?
v=0.31
L=240cm
h=30cm

L t=0.6cm
P=10N

Figura 8.9 — Chapa em balango — geometria e propriedades mecénicas

O terceiro exemplo foi apresentado por Argyris et al. [3], e pode ser encontrado em
diversos autores [4, 20, 23, 45, 60, 68, 80, 90, 91, 98 ¢ 101], dentre outros. Consiste de uma
chapa, conforme apresentada na Figura 8.9, que possui uma extremidade engastada e a outra
em balan¢o onde ¢ aplicada, no centro de gravidade da se¢do, uma forca na dire¢do do eixo z.

A secdo transversal da chapa ¢é retangular e possui dimensdes de 0,6 cm e 30 cm e cada uma
das suas barras tem 240 cm de comprimento. Os mddulos de elasticidade longitudinal e

transversal sdo, respectivamente, 71240 N/cm? e 27400 N/cm?. Cada barra da chapa foi
discretizada com 5 elementos quadraticos apresentando a estrutura um total de 21 nos.

Inicialmente foi determinada a carga de flambagem, sendo encontrado um valor de 1,0896 N

em todos os casos estudados. A tabela 8.4 mostra os resultados obtidos, bem como os
apresentados por alguns dos trabalhos citados anteriormente.

Como no exemplo anterior, apds a determinagdo da carga que provoca a instabilidade
lateral da estrutura, foi acrescentada uma carga de pequeno valor para transpor o ponto de
bifurcagdo. Os resultados obtidos estdo apresentados na Figura 8.10, juntamente com os
resultados da analise com elementos de casca. O grafico foi elaborado com os dados oriundos
da andlise com o algoritmo Lagrangiano atualizado, matriz de rigidez ndo-simétrica e

parametrizacdo de Rodrigues (n = 1), graficamente similar aos graficos das outras séries de

analise, como se pode observar pelos valores obtidos na comparagao entre resultados.
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Tabela 8.4 — Chapa em balango - carga critica de flambagem

FONTE Valor obtido(N)
Argyris et al [3] 1,088
Simo; Vu-Quoc [80] 1,09
Crisfield [23] 1,09
Saleeb;Chang Gendy [68] 1,0924
Yojo [99] 1,0896
Valor obtido 1,0896

——t— dx(cascas)

~ ---e--- dy(cascas)
‘Z(; —e— dz(cascas)
el dx(barras)
L? ------- dy (barras)
dz(barras)

0 50 100 150 200

Deslocamentos (cm)

Figura 8.10 — Chapa em balanco - Grafico for¢a x deslocamento da chapa: resultados obtidos com
elementos de casca e barra

A Figura 8.11 mostra o resultado da comparacao feita entre as médias dos resultados
finais obtidos nas diferentes situagdes estudadas de algoritmos, matrizes de rigidez e
parametrizacdes e as médias dos resultados obtidos na andlise com algoritmo Lagrangiano

total, matriz de rigidez simétrica e parametrizacao de Euler. As maiores diferencas observadas

ndo ultrapassam 2 x 1072 .
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Figura 8.11 — Chapa em balanco - diferencas relativas a solug@o obtida com algoritmo Lagrangiano
total/matriz simétrica/ parametrizacao de Euler

Foram construidos também gréficos de cada série nos quais se tomou como referéncia
os valores obtidos utilizando a parametrizagdo de Euler. Estes graficos podem ser vistos nas
Figuras 8.12 e 8.13. Aqui se repetiu o que ocorreu com o exemplo 8.1.2: para o algoritmo
Lagrangiano total, com o crescimento do valor de n ocorreu redugdo da diferenca em relagao
aos valores resultantes do uso da parametrizacdo de Euler, fato que ndo se observou no
algoritmo Lagrangiano atualizado, o que podemos atribuir novamente a existéncia de ponto
critico no problema em estudo. Estes resultados, entretanto, sdo bastante préximos, sempre
fornecendo diferencas relativas inferiores a 107*em comparagio com o resultado da

parametrizacdo de Euler, algoritmo Lagrangiano total e matriz de rigidez simétrica e a

1.2 x107% em relagdo a parametrizagio de Euler de sua propria série.
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Figura 8.12 — Chapa em balango - diferencas normalizadas entre as parametrizagdes de Rodrigues e a
parametrizacdo de Euler para as analises com algoritmo Lagrangiano total.



|
(a)

8.1.4 Flambagem lateral de pértico biapoiado

O quarto exemplo ¢ apresentado nos trabalhos de Argyris et al. [4], tendo sido
estudado também por [3, 30, 68, 80, 99, 101], entre outros. Trata-se do poértico biapoiado

apresentado na figura 8.14, cuja secdo transversal e material sdo idénticos aos do exemplo
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E=71240N/cm?>
v=0.31
L=240cm !

h=30cm
t=0.6cm h
P=10N

Figura 8.14 — Portico biapoiado — geometria e propriedades mecanicas

Este portico foi analisado com 5 elementos de trés nds em cada barra, apresentando

um total de 21 nds. Os apoios foram impedidos de girar em torno dos eixos z € y, sendo que
em um deles foram impedidos os deslocamentos nas dire¢des x,y € z € no outro apenas nas
diregdes y e z . Foram aplicadas for¢as na direcdo y no centro de gravidade da secdo no

apice do portico, sendo uma positiva e outra negativa. Os resultados obtidos para a carga
critica de flambagem, idénticos para todas as parametrizacdes estudadas, bem como os

constantes das bibliografias citadas, encontram-se na tabela 8.5.

Tabela 8.5 — Portico biapoiado - carga critica de flambagem

FONTE P(-) (N) P(+) (N)
Argyris [3] —3,9459 12,6943
Saleeb;Chang;Gendy [68] —-3,9701 11,8153
Yojo [99] —3,96154 -

VALOR OBTIDO —3,9416 11,6197

Apoés a determinagdo da carga critica de flambagem, aplicou-se no apice do poértico
uma carga de pequeno valor na dire¢do z, de forma a simular uma imperfeicao e ultrapassar a
carga de flambagem. A Figura 8.15 apresenta o grafico obtido com algoritmo
atualizado/matriz de rigidez nao-simétrica/parametrizagdo de Rodrigues com n = 1, similar
aos resultados obtidos com todos os processos de solucao adotados e todas as parametrizagdes

estudadas, tendo em vista as diferencgas apresentadas entre eles, conforme pode ser visto nas

Figuras 8.16 ¢ 8.17.
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-500 -400 -300 -200 -100 0 100 200

Figura 8.15 — Portico biapoiado - deslocamentos do vértice

A Figura 8.16 mostra as diferencas normalizadas resultantes da comparacao dos
resultados finais obtidos com cada algoritmo/matriz de rigidez/parametrizacdo estudados,
tendo como padrdo a solucdo obtida com algoritmo Lagrangiano total/matriz de rigidez
simétrica/parametrizagdo de FEuler. A méxima diferenga obtida foi de 7.11x107%,
correspondente ao resultado obtido com algoritmo Lagrangiano total/matriz de rigidez

simétrica/parametrizagdo de Rodrigues com n = 1.

8,00E-03
7,00E-03

O Euler
6,00E-03

n=1
5,00E-03 .
4,00E-03 - O n=3
3,00E-03 0O n=4

O n=>5
2,00E-03 A

n=6
1,00E-03
0,00E+00 - : r!_|_|_|_! C—r—r—r—r—— —e—r—r—r—r—r— |

LT-TV LT-PV LA-TV LA-PV

Figura 8.16 — Portico biapoiado - diferengas relativas a solugdo obtida com algoritmo Lagrangiano
total/ matriz simétrica/ parametrizagdo de Euler

Foi feita a comparagdo, também, para cada situacdo de analise algoritmo/matriz de
rigidez, entre os resultados obtidos com as parametrizacdes de Rodrigues e a parametrizagao
de Euler. Os resultados da andlise com algoritmo Lagrangiano total/matriz de rigidez
simétrica podem ser vistos na Figura 8.16. Na Figura 8.17, em (a) temos os valores obtidos na

analise feita com algoritmo Lagrangiano total/matriz de rigidez nio-simétrica ¢ em (b) os
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valores obtidos nas analises feitas com algoritmo Lagrangiano atualizado, tanto com matriz de
rigidez simétrica, como nao simétrica. Na Figura 8.17 (a) se observa a tendéncia da redugao
da diferenga em relagdo a parametrizagdo de Euler, com o crescimento do valor de n.
Tendéncia que ndo se observa no caso das andlises com algoritmo Lagrangiano atualizado
exibidas na Figura 8.17 (b), pelas razdes ja comentadas quando da apresentacdo do exemplo

8.1.2.

1,60E-04

1,40E-04 -

1,20E-04
1,00E-04

8,00E-05

=0 =

2,50E-07

2,00E-07

1,50E-07

1,00E-07 -

5,00E-08 -

0,00E+00

LA-TV LA-PV

(b)
Figura 8.17 — Portico biapoiado - diferencas normalizadas entre as parametrizagcdes de Rodrigues e a
parametrizacdo de Euler para cada situagdo de analise.

8.1.5 Pdrtico plano submetido a carregamento espacial (1)

Este exemplo foi incluido aqui devido as grandes rotacdes que apresenta apenas sob
efeito de cargas concentradas conservativas. O exemplo consiste de um portico constituido

por trés barras de igual comprimento, todas situadas no plano z — y. O portico tem uma
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extremidade engastada e a outra livre, onde atuam trés forgas de igual valor (4 N) aplicadas

nas diregdes x,y ¢ — z, conforme mostra a figura 8.18. O moddulo de Elasticidade do

material ¢ de F = 71240N/cm2, o coeficiente de Poisson vale v = 0.3 ¢ a segdo

transversal das barras ¢ idéntica a do exemplo anterior. A estrutura foi discretizada com cinco

elementos de trés nds em cada barra, com um total de 15 barras ¢ 31 nos.

Z
0.60
3
4N
4N
AN ’ E=71240N/cm?
¥ AN Y =030
X 240.

Figura 8.18 — Portico plano submetido a carregamento espacial (1) — geometria e propriedades
mecanicas

A Figura 8.19 mostra o grafico forca versus deslocamento da extremidade livre,
juntamente com os valores obtidos em uma analise feita com elementos de cascas, conforme

descrito no exemplo 8.2.3. Na analise, foi obtida uma rotagdo total maxima de 2.15 radianos

no nd extremo.

4
35 .:I &
,3 | '..'l [ dx(barras)
’; A | E R DU dy(barras)

Y
! S — dz(barras)

o
#
bt ;) et dx(cascas)
1,5 7 o /
o S/ ---e--- dy(cascas)
! /// Z — - « - —-dz(cascas)
0,5

Forgas (N)
V]

0 100 200 300 400 500

Deslocamentos (cm)

Figura 8.19 — Grafico forca x deslocamento dos exemplos 8.1.5 e 8.2.3
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Figura 8.20 — Portico plano (1) - diferencas relativas a solu¢do obtida com algoritmo Lagrangiano
total/ matriz simétrica/ parametrizacdo de Euler

A Figura 8.20 mostra as diferencas normalizadas obtidas da compara¢do dos
resultados dos diferentes algoritmos/ matrizes de rigidez/ parametrizagdes tomando como
referéncia a solucdo com algoritmo Lagrangiano total/matriz simétrica/ parametrizacao de
Euler. A maior diferenga relativa encontrada foi inferior a 8 x10™°, obtida com a
parametrizacdo de Rodrigues. A figura 8.21 mostra as diferengas relativas tomando como
referéncia a solu¢do obtida com a parametrizacdo de Euler de cada série. Nela ¢ possivel
observar que, para as solugdes com algoritmo Lagrangiano total, se mantém a reducdo da
diferenca para a parametrizagdo de Euler a medida que cresce o valor de n da parametrizagao
generalizada de Rodrigues. As solucdes com algoritmo Lagrangiano total/ matriz nao-
simétrica apresentaram diferencgas relativas inferiores a 3 x 10°, enquanto as solugdes em
algoritmo Lagrangiano atualizado/ matriz simétrica apresentaram diferencas relativas
maximas inferiores a 2x107%. Todos os resultados obtidos com algoritmo Lagrangiano

atualizado/ matriz ndo-simétrica coincidiram.
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Figura 8.21 — Portico plano (1) - diferencas normalizadas entre as parametriza¢des de Rodrigues e a
parametrizacdo de Euler para cada situagdo de analise

8.1.6 Pdrtico plano submetido a carregamento espacial (2)

Este exemplo ¢ semelhante ao Exemplo 8.1.5. Trata-se de uma estrutura de mesmo
material, com mesmo nimero e tamanho das barras ¢ mesmo carregamento, apenas com a
secdo transversal com dimensdes invertidas, conforme se v€ na Figura 8.22. A discretizacao
da estrutura foi idéntica a do exemplo anterior, com 15 elementos de trés nds, no total. A
Figura 8.23 mostra o grafico for¢a versus deslocamento obtido na anélise com elementos de
barras e de cascas, conforme descrito no exemplo 8.2.4. Neste caso se obteve rotagao total da

extremidade de 2.56 radianos.

N
=
m 4N 30

Y E=71240N/cm®
4N 1v=0.30

Figura 8.22 — Poértico plano submetido a carregamento espacial (2) — geometria e propriedades
mecanicas
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Figura 8.23 — Grafico for¢a x deslocamento dos exemplos 8.1.6 ¢ 8.2.4

A Figura 8.24 mostra as diferencas normalizadas obtidas da comparagdao dos
resultados dos diferentes algoritmos/ matrizes de rigidez/ parametrizagdes tomando como
referéncia a solucdo com algoritmo Lagrangiano total/ matriz simétrica/ parametrizacdo de
Euler enquanto na Figura 8.25, a referéncia adotada foi a solugdo resultante da anélise com a

parametrizacdo de Euler de cada série. Na comparagdo exibida na Figura 8.24 a maior

diferenca relativa foi inferior a 1.5 x 10™%, obtida com a parametrizagdo de Rodrigues.
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Figura 8.24 — Pértico plano (2) - diferengas relativas a solugdo obtida com algoritmo Lagrangiano
total/ matriz simétrica/ parametrizacdo de Euler

A figura 8.25(b) evidencia a similaridade dos resultados obtidos com algoritmo

Lagrangiano atualizado, sendo as diferengas sempre inferiores a 6 x 107, Na solugdo com
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algoritmo Lagrangiano atualizado/matriz nao-simétrica, apenas o resultado obtido com a
parametrizacdo de Rodrigues apresentou diferenca em relagdo ao resultado obtido com a
parametrizagio de Euler, da ordem de 1.07 x 10~". As demais diferengas foram nulas, ou
seja, para solugdo com mesmo algoritmo, mesma matriz de rigidez nao-simétrica, os

resultados coincidiram com os resultados obtidos com a parametriza¢ao de Euler.

| [ o
0,00E+00 % 1

(a)
| [T -
4,00E-06 - $ ,r:
3,00E-06 \ On=4
2,00E-06 $ i:i
|

(b)

Figura 8.25 — Portico plano (2) - diferencas normalizadas entre as parametriza¢des de Rodrigues e a
parametrizagdo de Euler para cada situacdo de analise

8.2 Exemplos de estruturas analisadas com elementos de cascas

Adotou-se para o modelo de representagdo das estruturas de cascas o mesmo

procedimento adotado para o modelo de estrutura de barras, analisando-se alguns dos
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exemplos classicos presentes na literatura para verificar a compatibilidade dos resultados
obtidos com aqueles ja disponiveis de forma a verificar o comportamento das parametrizagdes
estudadas. Foram utilizadas as novas rotinas no programa PEFSYS, fazendo-se uso do
elemento T6-3i1 desenvolvido por Campello; Pimenta; Wriggers [17]. Todos os exemplos
foram analisados nas quatro combinagdes possiveis de algoritmo e matriz de rigidez com a
parametrizacdo de Euler, a parametrizacdo de Rodrigues e a parametrizagdo generalizada de

Rodrigues para valores de n de 2 a6, sendo realizadas comparagdes entre os resultados

obtidos. Adotou-se para todos os exemplos o material eldstico isétropo neo-Hookeano,
mencionado no item 5.4 desta tese. Os exemplos aqui apresentados sdo amplamente
conhecidos na literatura sobre o assunto sendo que alguns deles foram considerados

paradigmaticos por Sze; Liu; Lo [87].

8.2.1 Flambagem lateral de viga em balanco

Este exemplo foi estudado por [16, 17, 77, 88, 96], dentre outros. Trata-se de uma viga
em balanco com carga concentrada de magnitude P na extremidade livre (Figura 8.26). Esta

viga possui comprimento de 1,0 m e se¢do transversal de 0,1 m x 0,1 m. Admitiu-se modulo

de elasticidade longitudinal de £ = 1x 10" N/m? e coeficiente de Poisson v = 0,3. A viga

foi estudada para o funcionamento como chapa e como placa com os quatro processos
previstos, para as sete possibilidades de parametrizacdo estudadas. Na andlise como chapa a
carga foi aplicada no plano dos elementos e na andlise como placa no plano normal aos

mesmos, conforme apresentado na Figura 8.27. Em todas as andlises foram utilizados 20

elementos.
y
7 E=1x10’ N/m*
P‘ v=0.3
z L=Im
b=h=0.1m

Figura 8.26 — Viga em balanco — geometria e caracteristicas mecanicas
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Chapa Placa

Figura 8.27 — Viga em balango — distribuicdo dos elementos

A figura 8.28 apresenta as curvas forca-deslocamento obtidas para o ponto médio da
extremidade livre, onde se pode observar a similaridade dos resultados obtidos nas duas
situagdes. Estdo representados os resultados obtidos na analise como chapa com algoritmo
Lagrangiano total, matriz de rigidez simétrica e parametrizagdo generalizada de Rodrigues
com n = 4 e os resultados da andlise como placa com algoritmo Lagrangiano atualizado,
matriz de rigidez ndo-simétrica e parametrizagdo de Rodrigues com n = 3. Estao
apresentados também os resultados obtidos por Simo; Fox; Rifai [77] e Campello [16], bem

como os valores esperados com a teoria linear de Timoshenko [92].

1000
800 ~
—2— Campello
2 600 ---=--- Simo et al.
% L ’ Teoria Linear
S 400 - ® Placa
/ Chapa
200 s I
0 T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8
Deslocamentos (m)

Figura 8.28 — Viga em balango — curvas for¢a — deslocamento

Foi feito o estudo das diferencas existentes entre as solucdes obtidas nas varias

analises realizadas e a solugdo obtida com algoritmo Lagrangiano total/ matriz simétrica/



parametrizacdo de Euler. Todas as analises supondo o funcionamento
apresentaram resultados idénticos. As andlises supondo funcionamento

apresentaram os resultados mostrados na Figura 8.29.
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Figura 8.29 — Viga em balanco — diferengas relativas a solugdo obtida com algoritmo Lagrangiano

total/ matriz simétrica/ parametrizacdo de Euler analise como placa
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Figura 8.30 — Viga em balanco - diferengas normalizadas entre as parametrizacdes de Rodrigues ¢ a

parametrizagcdo de Euler para as analises com algoritmo Lagrangiano total.
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Figura 8.31 — Viga em balango - diferengas normalizadas entre as parametriza¢cdes de Rodrigues ¢ a
parametrizagcdo de Euler para as analises com algoritmo Lagrangiano atualizado.

As figuras 8.30 e 8.31 mostram as diferencas normalizadas quando o padrdo
considerado em cada série ¢ a solugdo obtida para aquele conjunto formulagdo cinematica/
matriz de rigidez com a parametrizacdo de Euler. Neste caso se observa que se mantém a
tendéncia de, a medida que cresce o valor de n na parametrizacdo de Rodrigues, decrescer a

diferenga em relagdo a parametrizacao de Euler.

8.2.2 Flambagem lateral de chapa em L em balanco

O mesmo exemplo apresentado no item 8.1.3 deste trabalho, ocasido em que foi
analisado utilizando-se elementos de barras, foi também analisado com a utilizacdo de
elementos de cascas. Também utilizando elementos de casca ele foi analisado por [3, 17, 31,
77, 96 ¢ 97], dentre outros.

Trata-se de uma chapa em formato de L, com uma extremidade engastada e a outra em
balango, na qual se encontra aplicada uma forca concentrada de valor P. Sua geometria e
propriedades sdo aquelas ja apresentadas quando da descricdo do exemplo 8.1.3, pela figura
8.9. A Figura 8.32 mostra a distribuicdo de elementos utilizada na analise da chapa, uma
malha de elementos triangulares T6-31 de 54 x 4 X 2 e a Figura 8.33 mostra a deformada sob

efeito da carga final, em verdadeira grandeza.
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Figura 8.32 — Chapa em L - malha de elementos

Figura 8.33 — Chapa em L - deformada

Foi feita uma analise inicial para determinacao da carga de instabilidade lateral, cujo
valor obtido estd apresentado na Tabela 8.6, juntamente com os resultados de algumas das
referéncias citadas.

Tabela 8.6 — Chapa em L - carga critica de flambagem

FONTE P (N)
Argyris [3] 1,1453
Campello; Pimenta; Wriggers [17] 1,130
Simo; Fox; Riffai [77] 1,128
Wriggers; Gruttmann [96] 1,123
VALOR OBTIDO 1,1877

Apoés determinada a carga critica de flambagem lateral da chapa, foi aplicada uma
carga de pequeno valor para simular a imperfeicdo da estrutura e transpor o ponto de
instabilidade. Com os resultados foi construido o grafico apresentado na Figura 8.10,
juntamente com os resultados obtidos na analise feita com elementos de barras. E bem
marcante a presenca do ponto de instabilidade da estrutura. A curva apresentada foi elaborada
a partir dos dados obtidos na solugdo do problema usando o algoritmo Lagrangiano

atualizado, matriz de rigidez ndo-simétrica e parametrizacdo de Rodrigues (n =1),
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representacao grafica coincidente com as demais solugdes. Como esta estrutura apresenta um
ponto de bifurcacdo, e o algoritmo Lagrangiano total/ matriz ndo-simétrica ndo dispunha de
verificacdo de estabilidade, quando da solu¢do do problema com esta variante do programa,
foi necessario trabalhar com incrementos de carga bastante reduzidos. Sem esta providéncia, a
presenga da bifurcagcdo era percebida apenas por um leve ziguezague na curva forga X

deslocamento, ocorrendo bifurcacao apenas para carregamento bastante superior.

8,00E-04
7,00E-04 -

O Euler
6,00E-04 -

@ n=1
5,00E-04 - O n=2
4,00E-04 - O n=3
3,00E-04 | On=4

O n=5
2,00E-04 -

n=6
. [ [WTTTR
0,00E+00 - — . |_1—|_|_|_! . .

LT-TV LT-PV LA-TV LA-PV

Figura 8.34 — Chapa em L - diferencas relativas a solucdo obtida com algoritmo Lagrangiano total/
matriz simétrica/ parametrizagdo de Euler

2,50E-05
2,00E-05 -
Bn=1
1,50E-05 n=2
M n=3
n=4
1,00E-05 1 Ones
B n=6

5,00E-06 -

0,00E+00 - -

LT-PV

Figura 8.35 — Chapa em L - diferencgas normalizadas entre as parametrizagdes de Rodrigues e a
parametrizacdo de Euler para a analise com algoritmo Lagrangiano total/ matriz ndo-simétrica
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3,50E-07
3,00E-07 1
2,50E-07 | En-
n=2
2,00E-07 Do
1,50E-07 | On=4
Bn=5
1,00E-07 Bn=6
5,00E-08
0,00E+00 .
LA-TV

Figura 8.36 — Chapa em L - diferengas normalizadas entre as parametrizagdes de Rodrigues e a
parametrizagdo de Euler para analise com algoritmo lagrangiano atualizado/ matriz simétrica

A Figura 8.34 mostra a diferenga relativa média entre as diferentes solugdes e a
solucdo com algoritmo Lagrangiano total/ matriz de rigidez simétrica/ parametrizacdo de
Euler. As Figuras 8.35 e 8.36 mostram a comparagdo tomando por referéncia a solugao com
parametrizacdo de Euler nas séries com algoritmo Lagrangiano total/ matriz de rigidez nao-
simétrica e algoritmo Lagrangiano atualizado/ matriz de rigidez simétrica. Para esta Gltima
série apenas as analises com os valores de n =3 en = 4 apresentaram diferencas em
relacdo ao resultado obtido com a parametrizacdo de Euler. Nao estdo apresentados os
resultados com algoritmo Lagrangiano total/matriz de rigidez simétrica por ja estarem
apresentados na Figura 8.34 e os resultados com algoritmo Lagrangiano atualizado/ matriz de
rigidez ndo-simétrica por apresentarem valores nulos para todas as parametrizagdes, ou seja,
todos os resultados coincidiram.

Novamente, como nos demais exemplos, para as solugdes com algoritmo Lagrangiano
total e para as parametrizagdes de Rodrigues, com o crescimento do valor de n decresce a

diferenca relativa a parametrizag¢do de Euler.

8.2.3 Portico plano submetido a carregamento espacial (1)

A mesma estrutura estudada no Exemplo 8.1.5 foi também analisada utilizando-se
elementos de casca. A malha utilizada consistiu de 30 x 2 x 4 clementos de casca T6-31,
distribuidos conforme pode ser visto na Figura 8.37. Os resultados obtidos na analise podem
ser vistos na Figura 8.19, juntamente com os resultados obtidos na anélise com elementos de

barra.
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Figura 8.37 — Portico (1) - distribuicdo dos elementos de casca.
A Figura 8.38 mostra a deformada da barra quando submetida ao carregamento total,

em verdadeira grandeza.

Figura 8.38 — Portico (1) - deformada
A figura 8.39 mostra as diferencas relativas em nimeros absolutos das solucdes
obtidas comparadas com a solugdo usando algoritmo Lagrangiano total/ matriz de rigidez
simétrica/ parametriza¢do de Euler. Podemos observar a uniformidade dos resultados obtidos
com algoritmo Lagrangiano atualizado, inferiores a 7 x 107°. A maior diferenca apresentada

¢ da solugdo com algoritmo Lagrangiano total/ matriz simétrica/ parametrizagdo de Rodrigues

e vale 9.28 x 107°.

1,00E-04
9,00E-05 -
8,00E-05
B Euler
7,00E-05 Bl
6,00E-05 - On=2
5,00E-05 mn=3
4,00E-05 I n=4
3,00E-05 - Bn=5
B n=6
2,00E-05 -
1,00E-05 A -
0.00E-+00 - &\mmlmm
LT-TV LT-PV LA-TV LA-PV

Figura 8.39 — Pértico (1) - diferencas relativas a solugdo obtida com algoritmo Lagrangiano total/
matriz simétrica/ parametrizagdo de Euler na analise como casca
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A Figura 8.40 mostra a diferenga relativa tomando como referéncia em cada série a
solucdo obtida com a parametrizagdo de Euler. Das solugdes obtidas com algoritmo
Lagrangiano atualizado/ matriz simétrica, para n > 4 as diferencas sdo nulas, ou seja, os
resultados coincidem com os obtidos com a parametrizagdo de Euler. Os demais resultados
apresentam diferencas relativas inferiores a 3.7 x 107%. Todas as solugdes obtidas com

algoritmo Lagrangiano atualizado/ matriz nao-simétrica apresentaram os mesmos resultados.

1,00E-04
9,00E-05 -
8,00E-05
O Euler
7,00E-05 - Bn=1
6,00E-05 - On=2
5,00E-05 M n=3
4,00E-05 - B n=4
3,00E-05 | Bn=5
B n=6
2,00E-05 -
1,00E-05 A =
0.00E-+00 - §uu|u|u|m R —

LT-TV LT-PV LA-TV LA-PV

Figura 8.40 — Portico (1) - diferencas normalizadas entre as parametrizagdes de Rodrigues e a
parametrizagdo de Euler para cada situacdo de analise como casca

8.2.4 Pértico plano submetido a carregamento espacial (2)

A mesma estrutura estudada no Exemplo 8.1.6 foi também analisada utilizando-se
elementos de casca. A malha utilizada consistiu de 92 x 4 x 2 elementos de casca T6-31,
distribuidos conforme pode ser visto na Figura 8.41. Os resultados da anélise podem ser vistos
na Figura 8.23, juntamente com os resultados da analise com elementos de barra. A Figura

8.42 mostra a deformada da estrutura para o carregamento maximo, em verdadeira grandeza.

Figura 8.41 — Pértico (2) - distribui¢do dos elementos de casca
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A figura 8.43 mostra as diferencas relativas encontradas tomando como referéncia a
solugdo obtida com algoritmo Lagrangiano total/ matriz simétrica/ parametrizacdo de Euler.
Podemos observar que o maior resultado obtido é inferior a 6.5 x 10~*, fornecido pela

parametrizacdo de Rodrigues, para o mesmo tipo de processo de solucdo da solucdo de

referéncia.
Figura 8.42 — Portico (2) - deformada
7,00E-04
6,00E-04 -
0 Euler
5,00E-04 -
Bn=1
4,00E-04 n=2
[ n=3
3,00E-04 - =4
2,00E-04 - Bn=s
=6
1,00E-04 - — -
: B
0,00E+00 - L L
LT-TV LT-PV LA-TV LA-PV

Figura 8.43 — Portico (2) - diferencas relativas a solug@o obtida com algoritmo Lagrangiano total/
matriz simétrica/ parametriza¢do de Euler na analise como casca

A Figura 8.44 mostra os resultados obtidos para as séries algoritmo Lagrangiano total/
matriz ndo-simétrica e algoritmo Lagrangiano atualizado/ matriz simétrica, tomando como
referéncia a solucdo com parametrizagdo de Euler de cada série. Na primeira série,
apresentada na Figura 8.44a, se pode observar que se mantém a tendéncia de queda da

diferenca relativa com o crescimento do valor de n. Na série apresentada na Figura 8.44b
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podemos observar a uniformidade dos resultados obtidos. A comparacao feita na série
algoritmo Lagrangiano total/matriz simétrica pode ser vista na Figura 8.43 e a série algoritmo
Lagrangiano atualizado/matriz ndo-simétrica ndo ¢ apresentada por ter todos os valores nulos,

ou seja, os resultados foram iguais para todas as parametrizagdes.

6,00E-05

5,00E-05 -

Bn=1

4,00E-05 -

n=2

3,00E-05 -

2,00E-05

1,00E-05

) ——
LT-PV

0,00E+00 -

(a)

6,00E-07

5,00E-07

Bn=1
n=2
M n=3

4,00E-07 -

3,00E-07

2,00E-07 -

1,00E-07 -

LA-TV

(b)
Figura 8.44 — Portico (2) - diferencas normalizadas entre as parametrizagdes de Rodrigues e a
parametrizagdo de Euler para cada situacdo de analise como casca
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8.2.5 Anel circular com rasgo radial

Este exemplo foi proposto por Basar; Ding [7] e citado por Sze et al. [87] como um
exemplo adequado para testar formulagdes para cascas. Além dos ja citados, também foi
analisado por [14, 16, 17, 32, 43, 71, 88 ¢ 96], dentre outros. Trata-se de um anel circular com

um rasgo radial, engastado em uma das bordas do rasgo e carregado com p = 0,1f kN/m
(sendo f um fator de carregamento) ao longo da outra borda, conforme ilustrado na Figura
8.45. Os raios interno e externo medem » = 6 m e R = 10 m, respectivamente. A espessura
do anel é de h = 0,03 m, o mddulo de elasticidade £ = 2,1 x10® kN/m? e v = 0. O anel

foi modelado com uma malha de 64 x 8 x 2 elementos.

o

Figura 8.45 — Geometria do anel circular

Figura 8.46— Deformada do anel circular

A Figura 8.46 mostra a configuracdo deformada obtida para f = 60. A figura 8.47

mostra o deslocamento vertical dos nos identificados na figura 8.45 pelas letras A, B e C,

juntamente com os valores obtidos por [87].
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Figura 8.47— Anel circular - deslocamento vertical nos pontos A, B e C
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A Figura 8.48 mostra a diferenga relativa média entre as diferentes solugdes e a

solucdo com algoritmo Lagrangiano total/ matriz de rigidez simétrica/ parametrizacdo de

Euler. A Figura 8.49 mostra a comparagdo tomando por referéncia a solugdo com

parametrizacdo de Euler para cada série. Os resultados com algoritmo Lagrangiano

atualizado/ matriz de rigidez ndo-simétrica sdo todos nulos para todas as parametrizagdes, ou

seja, todos os resultados coincidiram.

4,50E-05
4,00E-05

3,50E-05
3,00E-05
2,50E-05
2,00E-05

1,50E-05

1,00E-05
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[
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On=4
On=5
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LT-TV

LT-PV LA-TV
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Figura 8.48 — Anel circular - diferencas relativas a solucdo obtida com algoritmo Lagrangiano total/

matriz simétrica/ parametrizagdo de Euler
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4,50E-05
4,00E-05 -
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Figura 8.49 — Anel circular - diferengas relativas entre as parametriza¢des de Rodrigues e a
parametrizag@o de Euler para cada situagdo de analise

8.2.6 Casca hemisférica submetida a forcas radiais

E=6.825x 10" kN/n?
=03

=0.04m

R=10m

P=400kN

Figura 8.50 — Geometria da casca hemisférica

Este exemplo também ¢ citado por Sze et al. [87] como um cléssico adequado para
teste de formulagdes de cascas, ja tendo sido estudado por [7, 13, 14, 16, 17, 26, 41, 43, 46,
69-71, 77, 88, 94], dentre outros. Trata-se de uma casca hemisférica dotada de uma abertura
de 18° no seu polo. Esta casca esta submetida a a¢do de quatro for¢as concentradas que se
equilibram, conforme pode ser visto na Figura 8.50. Considerando-se as condi¢des de simetria

do problema, apenas um quadrante da casca foi modelado com uma malha de 36 x 36 x 2
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elementos. O raio mede R = 10 m ¢ a espessura ¢ = 0,04 m. O mddulo de elasticidade foi
admitido como E = 6,825 x 10" N/m? e v = 0, 3.

A tabela 8.7 apresenta as taxas de convergéncia obtidas no ultimo incremento de
carga, variando esta entre 90% e 100% da carga final. Em todos os casos a convergéncia foi
quadréatica e ocorreu com o mesmo numero de iteracdes, o que demonstra a equivaléncia entre

as parametrizagdes estudadas. Este exemplo foi escolhido para mostrar a taxa de convergéncia

por ndo apresentar instabilidade, o que torna mais justa a comparacao entre parametrizagoes.

Tabela 8.7 — Casca hemisférica - taxa de convergéncia no ultimo incremento de carga.
Lagrangianos totais

Matriz de rigidez simétrica

Iteracao Euler n=1 n =2 n =3 n =4 n=>5 n==6
1 202.2148  210.0541  202.8954  202.4221 202.3129 202.272  202.2525
2 8.553E-02 0.10066 8.666E-02 8.582E-02 8.565E-02 8.559E-02 8.557E-02
3 0.1271183  9.18E-02  0.119924 0.1239011 0.1252991 0.1259506  0.126306
4 1.068E-05 1.327E-05 1.045E-05 1.049E-05 1.055E-05 1.059E-05 1.062E-05
5 1.447E-08 1.378E-08 1.397E-08 1.444E-08 1.473E-08 1.432E-08 1.424E-08

Matriz de rigidez ndo-simétrica

Iteracao Euler n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n==6
1 202.3085  211.1867  202.9573  202.4948 2023941 2023577  202.3406
2 8.555E-02 0.1022476 8.668E-02 8.583E-02 8.567E-02 8.562E-02 8.559E-02
3 0.1280095 0.1004662 0.1206842 0.1247157 0.1261493 0.1268167 0.1271803
4 1.071E-05 1.045E-05 1.018E-05 1.044E-05 1.055E-05 1.061E-05 1.064E-05
5 1.406E-08 1.363E-08 1417E-08 1.449E-08 1447E-08 1.415E-08 1.464E-08

Lagrangianos atualizados

Matriz de rigidez simétrica

Iteracao Euler n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n==6
1 201.9414  201.9485  201.9431  201.9421 201.9418 201.9417 201.9416
2 8.480E-02 8.480E-02 8.480E-02 8.480E-02 8.480E-02 8.480E-02 8.480E-02
3 0.1276357 0.1273427 0.1275618 0.1276028 0.1276172 0.1276238 0.1276275
4 1.047E-05 1.045E-05 1.046E-05 1.047E-05 1.047E-05 1.047E-05 1.047E-05
5 3.222E-09 3.200E-09 3.234E-09 3.214E-09 3.217E-09 3.228E-09 3.223E-09

Matriz de rigidez ndo-simétrica

Iteragdo Euler n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n==6
1 201.9407 201.95  201.9429  201.9417  201.9412 201.941  201.9409
2 8477E-02 8479E-02 8478E-02 8478E-02 8478E-02 8.478E-02 8.477E-02
3 0.1280073  0.1277645 0.1279461 0.12798  0.127992 0.1279975 0.1280005
4 1.052E-05 1.050E-05 1.052E-05 1.052E-05 1.052E-05 1.052E-05 1.052E-05
5 3.270E-09 3.244E-09 3.252E-09 3.260E-09 3.255E-09 3.257E-09 3.262E-09




Figura 8.51 — Deformada da casca hemisférica
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A figura 8.51 mostra a deformada da pega obtida para a carga de 400 N enquanto a

Figura 8.52 mostra as curvas for¢a-deslocamento para os pontos A e B especificados na

Figura 8.50, juntamente com os valores apresentados por Sze et al.[87]. No grafico apresenta-

se apenas uma das curvas obtidas, pois, em vista da similaridade de todos os resultados das

diferentes andlises, graficamente ndo podem ser percebidas as diferencas, havendo

superposi¢do de curvas.

Forca (N)
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Figura 8.52 — Casca hemisférica - curva for¢a-deslocamento para os pontos A e B

A Figura 8.53 mostra o erro normalizado, admitindo a solug¢@o obtida com algoritmo

Lagrangiano total/ matriz de rigidez simétrica/ parametrizagdo de Euler como referéncia. As

Figuras 8.54 e 8.55 mostram a diferenga normalizada tomando como base os resultados
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obtidos com a parametrizagao de Euler em cada série. Como se pode observar na Figura 8.55,
neste exemplo, com o crescimento do valor de n, decresceu a diferenga em relagdo a solugao
com a parametrizagdo de Euler, mesmo nas solu¢des obtidas com algoritmo Lagrangiano
atualizado. Isto se deve ao fato de, para este nivel de carregamento, ndo haverem sido

identificadas instabilidades neste exemplo.

7,00E-05
6,00E-05 |
O Euler
5,00E-05 | n=1
4,00E-05 | On=2
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3,00E-05 | —_—
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1,00E-05 | |
0,00E+00 - H=
LT-TV LT-PV LA-TV LA-PV

Figura 8.53 — Casca hemisférica - diferengas relativas a solucdo obtida com algoritmo Lagrangiano
total/ matriz simétrica/ parametrizacdo de Euler
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Figura 8.54 — Casca hemisférica - diferencas relativas entre as parametrizagdes de Rodrigues ¢ a
parametrizagdo de Euler para as analises com algoritmo Lagrangiano total
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Figura 8.55 — Casca hemisférica - diferencas relativas entre as parametrizacdes de Rodrigues e a
parametrizagdo de Euler para as analises com algoritmo Lagrangiano atualizado

8.2.7 Casca cilindrica de extremidades abertas

E=10.5x10°
1=0.3125
h=0.094
R=4.953

Figura 8.56 — Geometria da casca cilindrica aberta

A casca cilindrica apresentada na Figura 8.56 tem as extremidades abertas e ¢
tracionada por duas forgas concentradas P diametralmente opostas. O seu raio ¢

R = 4,953 cm, seu comprimento L = 10,35 cm e a espessura h = 0,094 cm. O material

tem modulo de elasticidade F = 10,5 x 10° N/em? e v = 0,3125. Com a consideracio das

condigdes de simetria foi necessario modelar apenas um oitavo do cilindro, o que foi feito
com 0 uso de uma malha de 14 x 8 x 4 elementos T6-3i. Este exemplo também foi analisado
por [14, 16, 17, 31,43, 71, 87, 88], dentre outros.

O exemplo foi analisado nas quatro situagdes de algoritmo/ matriz de rigidez com as
sete possibilidades de parametrizacdo estudadas. Devido a similaridade de resultados, sendo
que graficamente as diferencas ndo podem ser percebidas, havendo superposi¢do de curvas,

representam-se na Figura 8.57 apenas as curvas obtidas em uma das situagdes estudadas para
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representar todos os resultados. Assim, a Figura 8.57 mostra as curvas for¢a-deslocamento
para os pontos A (na direcao y), B (na dire¢do x) e C (na dire¢ao x) fornecidas por [87] e os
valores obtidos na andlise feita para algoritmo Lagrangiano total/ matriz de rigidez simétrica/
parametrizacdo de Euler. Cabe observar que foi percebida a ocorréncia de um leve snap-

through para carga proxima a P = 2x 10N, mais nitido nas curvas referentes aos

deslocamentos dos pontos B e C.
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Figura 8.57 — Casca cilindrica aberta - curva for¢a-deslocamento para os pontos A, B e C

A Figura 8.58 mostra a configuragdo deformada obtida para a maxima carga aplicada.

Figura 8.58 — Deformada da casca cilindrica aberta

A Figura 8.59 mostra o erro normalizado, admitindo a solugdo obtida com algoritmo

Lagrangiano total/ matriz de rigidez simétrica/ parametrizacao de Euler como referéncia.



8,00E-03

6,00E-03

4,00E-03

2,00E-03

0,00E+00 -

|_||—|—=|

LT-TV

LT-PV

LA-TV

LA-PV

O Euler
@ n=1
0O n=2
O n=3
O n=4
0 n=5
n=6
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A diferenca observada é da ordem de 7x107?, para as solugdes obtidas com

algoritmo Lagrangiano atualizado e Lagrangiano total com matriz ndo-simétrica. As

diferengas encontradas nos resultados com algoritmo Lagrangiano total e matriz simétrica,

para as parametrizacdes de Rodrigues, sdo decrescentes com o crescimento de n e inferiores

a3x1072

2,50E-03

2,00E-03 A
n=1
O n=2

1,50E-03 -
O n=3
O n=4

1,00E-03 A
O n=>5
n=6
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0,00E+00 - — J !_,_En—

LT-TV LT-PV LA-TV LA-PV

Figura 8.60 — Casca cilindrica aberta - diferencas relativas entre as parametrizagdes de Rodrigues e a
parametrizagdo de Euler para cada situagdo de analise

A Figura 8.60 mostra o erro normalizado, admitindo como referéncia a solu¢ao obtida

com a parametrizagdo de Euler em cada série. Nota-se que se manteve o padrdo de, para o

algoritmo Lagrangiano total, com o aumento do valor de 7, decrescer a diferenga relativa a

solugdo com parametrizacdo de Euler. Pode-se observar também a menor variabilidade dos
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resultados obtidos com o algoritmo Lagrangiano atualizado. As solu¢des com matriz simétrica
apresentam maximo erro relativo de 4 x10™* e as solugdes com matriz nio-simétrica,

maximo erro relativo inferior a 4 x 1077, sendo em sua maioria inferiores a 5 x 1077 .

8.2.8 Casca cilindrica com diafragmas rigidos nas extremidades (lata de cerveja)

Uma lata de cerveja ¢ aproximadamente uma casca cilindrica com diafragmas rigidos
nas duas extremidades. Ao amassar uma lata de cerveja uma pessoa aplica com os dedos duas
forcas concentradas conforme representado na Figura 8.61. Este exemplo ¢ conhecido na
literatura como pinched cylinder, e, exceto pelas dimensdes, simula o que ocorre quando se
amassa uma lata de cerveja. O seu raio ¢ R = 100 mm, seu comprimento L = 200 mm e a
espessura h = 1 mm. As caracteristicas geométricas da casca estdo representadas na Figura

8.61 ¢ as forcas sao admitidas como valendo 12000 N. O material tem mddulo de elasticidade

3x10* N/mm?® e v = 0.

diafragma rigido

diafragma rigido A

E=3x10'
1=0.0
h=1.0
R=100
P=12000

TNAD
XDAT
BTG
0
(gg,/)

Figura 8.61 — Geometria da casca cilindrica com diafragmas nas extremidades

Com a considera¢do das condicdes de simetria foi necessario modelar apenas um
oitavo do cilindro, o que foi feito com o uso de uma malha uniforme de 32 x 32 x 2
elementos. Este exemplo também foi analisado por [16, 17, 26, 69, 71, 87-89].

A Figura 8.62 apresenta a deformada da casca quando submetida ao carregamento

total.
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Ny

Figura 8.62 — Casca cilindrica com diafragmas — deformada

A Figura 8.63 apresenta a curva forca-deslocamento para os pontos A (na dire¢do
vertical) ¢ B (na dire¢do horizontal), juntamente com a solugdo apresentada por [87].
Podemos observar que, para a mesma malha, os resultados obtidos com algoritmo
Lagrangiano atualizado diferem ligeiramente daqueles obtidos com algoritmo Lagrangiano
total, coincidindo com os resultados obtidos pela referéncia [87]. Entretanto, ndo ha diferenga
grafica perceptivel, para um mesmo algoritmo, nem quando se varia o tipo de matriz de
rigidez (simétrica/ndo-simétrica), nem quando se varia a parametrizacao (Euler/ Rodrigues/
Rodrigues generalizada com n de 2a6). Sze et al. em [88] também obtiveram diferenga
entre os resultados obtidos com formulacdo Lagrangiana total e atualizada. Em comparagao
feita com os resultados apresentados por [71] eles obtiveram concordancia nos resultados da
formulagdo Lagrangiana total, diferindo para menos nos resultados da formulagao
Lagrangiana atualizada. Nos resultados aqui apresentados, a concordancia com os resultados
apresentados por [71] ocorreu com os resultados obtidos com formulagdo Lagrangiana
atualizada, conforme pode ser visto na Figura 8.64, a qual apresenta os dados obtidos

juntamente com aqueles determinados por Sansour e Kollmann [71].
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Figura 8.64 — Casca cilindrica com diafragmas — curva forca x deslocamentos para os pontos A e B (2)

A Figura 8.65 mostra as diferencas relativas obtidas na comparagao entre os resultados
encontrados nas quatro combinagdes estudadas de algoritmo/ matriz de rigidez com as
diferentes parametrizagdes analisadas. Como nos exemplos anteriores, tomou-se como
referéncia a solugdo obtida com algoritmo Lagrangiano total/ matriz de rigidez simétrica/
parametrizacdo de Euler. Para todas as parametrizagdes os resultados obtidos com algoritmo

Lagrangiano total, seja com matriz simétrica ou nao-simétrica, apresentaram erros relativos
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Os resultados obtidos com algoritmo Lagrangiano atualizado,

entretanto, como ja havia sido evidenciado pelo grafico exibido na Figura 8.63, apresentaram

erros maiores, da ordem de 2%.
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Figura 8.65 — Casca cilindrica com diafragmas — diferencas relativas a solu¢do obtida com algoritmo
Lagrangiano total/matriz simétrica/ parametrizagdo de Euler

As Figuras 8.66 e 8.67 mostram os resultados obtidos quando a comparacdo ¢ feita,

em cada série, com os resultados da andlise com parametrizagdo de Euler da propria série.

Neste exemplo, nos resultados obtidos com algoritmo Lagrangiano total (Figura 8.66), foi

mantida a tendéncia de reducdo da diferenca relativa a medida que cresce o valor de n, fato

que ndo se observou com os resultados do algoritmo Lagrangiano atualizado (Figura 8.67).

Por outro lado, pode-se observar que a uniformidade dos resultados ¢ maior no caso das

solugdes com algoritmo Lagrangiano atualizado/matriz nao-simétrica, caso em que a maior

diferenca relativa é de cerca de 1 x 10™*.
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Figura 8.66 — Casca cilindrica com diafragmas - diferengas relativas entre as parametrizagoes de

Rodrigues e a parametrizagdo de Euler para as analises com algoritmo Lagrangiano total
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9 CONCLUSOES

Neste trabalho foram desenvolvidas as expressdes necessarias a implantacdo em um
Programa de Elementos Finitos de uma parametrizagao genérica das rotacdes, adaptadas tanto
a parametrizagdo de Euler, como a de Rodrigues e as aqui chamadas de parametrizagdes
generalizadas de Rodrigues. Em seguida foi feito um estudo comparativo da utilizagdo destas
diferentes parametrizacdes na solucdo de problemas estaticos, utilizando algoritmos com
formulacdo cinematica Lagrangiana total e Lagrangiana atualizada e matrizes de rigidez
oriundas do uso de formas fracas decorrentes do uso do Teorema dos Trabalhos Virtuais e do
Teorema das Poténcias Virtuais. A andlise das expressdes obtidas tanto para os diferentes
tensores envolvidos como das diferentes matrizes de rigidez e o estudo dos resultados da
solugdo de varios exemplos, dentre eles alguns classicos da literatura da éarea, permitem
concluir:

a) A parametrizacdo de Rodrigues ¢ bem mais simples e computacionalmente eficiente que a
parametrizacdo de Euler por ndo apresentar func¢des trigonométricas. Sua desvantagem ¢ seu
menor intervalo de validade. Essa parametrizacdo tem também a seu favor a existéncia de
formula simples para composicao de rotagdes, a formula de Rodrigues;

b) As parametrizagdes generalizadas de Rodrigues tém em comum com a parametrizagdo de
Euler o intervalo de validade [0;27). Assim como a parametrizagdo de Rodrigues na sua

forma padrao, também aquelas apresentam em relagdo a parametrizacdo de Euler a vantagem
da maior eficiéncia computacional, pois nao incluem fungdes trigonométricas em sua
formulacao;

c¢) Nas parametrizagdes generalizadas de Rodrigues o uso de n > 2 ndo amplia o intervalo de
validade. Desta forma, exceto para solu¢do de problemas especificos, em que para um dado
valor de n seja possivel ultrapassar ou evitar pontos de instabilidade, o uso de valores de n
superiores a 2 ndo se mostra vantajoso, pois com o nimero n crescem as expressdes que
definem os diferentes coeficientes, o que torna estas parametrizacdes menos eficientes
computacionalmente;

d) Quando se utiliza a forma fraca obtida a partir do Teorema dos Trabalhos Virtuais e as
solicitagdes externas incluem momentos atuando em torno de um eixo fixo, a parametrizagao
de Euler apresenta um tratamento mais eficiente que as parametrizagdes de Rodrigues, tendo
em vista que o tensor I', somente neste caso, se reduz ao tensor unitario. Ao utilizar a forma
fraca obtida a partir do Teorema das Poténcias Virtuais esta vantagem da parametrizacao de
Euler desaparece;
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e) A comparagdo entre as matrizes de rigidez obtidas a partir dos Teoremas dos Trabalhos
Virtuais e das Poténcias Virtuais mostra a maior simplicidade destas tltimas, o que permite
uma reduc¢do significativa no tempo de processamento para sua montagem. Entretanto, como
sd0 matrizes nao-simétricas, demandam maior tempo de processamento para resolu¢do do
sistema. Para problemas envolvendo grande ntimero de nos a redu¢do de tempo obtida durante
a montagem da matriz ¢ perdida durante a solugdo do sistema. Isto se da porque o tempo de
processamento despendido para montagem da matriz de rigidez cresce linearmente com o
numero de nds, enquanto o tempo gasto para resolugdo do sistema cresce com o quadrado do
numero de nos;

f) Ainda em relacdo a comparagdo entre as matrizes de rigidez obtidas a partir dos Teoremas
dos Trabalhos Virtuais e das Poténcias Virtuais, ¢ importante observar que, no caso da matriz
de rigidez oriunda do uso do Teorema dos Trabalhos Virtuais, durante a solugdo do sistema €
feita a verificacdo da estabilidade como parte do processo de solucdo. A verificagdo da
estabilidade ¢ muito mais complexa no caso da matriz de rigidez ndo-simétrica;

g) Como citado no item 9.6, quando se trabalha com um algoritmo Lagrangiano total com
matriz de rigidez simétrica a verificagdo da estabilidade da estrutura ¢ bastante simples, sendo
um subproduto do processo de solugdo do sistema. Ao trabalhar com algoritmo Lagrangiano
atualizado e matriz ndo-simétrica, podemos igualmente verificar de forma simples a
estabilidade da estrutura via simetrizagcdo da matriz de rigidez para cada incremento, apos a
convergéncia;

h) O algoritmo utilizado para solu¢do com formulagdo Lagrangiana atualizada aumentou os
tempos computacionais tanto quando se trabalhou com matriz de rigidez simétrica como nao-
simétrica. Entretanto apresentou vantagens significativas por permitir ampliar o intervalo de
trabalho para todas as parametrizagoes, tendo em vista tratar-se com &, € ndo mais com « ;

i) Considerando todos os aspectos envolvidos, na comparacdo entre as parametrizagdes,
aquela que se mostrou mais adequada foi a parametrizagdo de Rodrigues na sua forma
candnica, ou seja, com n = 1. A parametrizagdo de Rodrigues: 1) apresenta férmulas mais
simples e sem a presenca de fungdes trigonométricas para defini¢do dos tensores @, I' e das

derivadas necessarias as formulacdes utilizadas; i1) possui expressdo simples para composi¢ao
de rotagdes, a formula de Rodrigues;

j) Com relacao as formas fracas utilizadas para determinagao do equilibrio, a que melhor se
apresentou foi a decorrente do Teorema dos Trabalhos Virtuais, pois: 1) permite a verificagao
da estabilidade da estrutura durante a solugdo do sistema de equacdes, como subproduto do
processo de solugdo; ii) por fornecer uma matriz de rigidez tangente simétrica demanda menor
tempo de processamento para solu¢do do sistema de equagdes. A solugdo com o Teorema das
Poténcias Virtuais se mostrard mais vantajosa quando o problema a ser resolvido implicar em
matriz de rigidez ndo-simétrica, seja por se tratar de problema dindmico, seja por incluir
forgas ndo-conservativas. Neste caso, o algoritmo mais eficiente sera aquele que utilizar a
forma fraca decorrente do Teorema das Poténcias Virtuais, dada a maior simplicidade da
rigidez tangente e
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k) No que tange a formulagdo cinemadtica, a que se mostrou mais vantajosa foi a Lagrangiana
atualizada, pois permite tirar vantagem das caracteristicas da parametrizacdo de Rodrigues,
superando sua deficiéncia de intervalo de validade menor que a parametrizagdo de Euler.
Além disso, esta formulacdo garante a objetividade das deformagdes. Sua desvantagem
decorrente dos resultados serem dependentes da trajetoria pode ser facilmente superada com o
refinamento da malha de elementos finitos.
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